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Après quinze années de proffeSsbrat, pendant lesquelles je 
me suis efforcé sans cesse d'améliorer et de compléter mon 
enseignement, je me décide à publier ce Livre. 

Il contient les Leçons que j'ai faites à l'École Polytechnique 
pendant l'hiver 1878-1879. 

En les reproduisant pour ainsi dire sans modification, 
j'ai l'espoir de leur laisser une forme plus vivante que si 
j'avais recherché une rédaction concise. 

On sait que les élèves admis à l'École Polytechnique sont 
déjà familiarisés avec les Éléments de la Géométrie descrip- 
tive. Il est donc nécessaire de posséder ces Éléments en 
commençant la lecture de cet Ouvrage, de même que, pour 
la suite, il faut se reporter aux notions que les élèves 
acquièrent dans le Cours d'Analyse, 

Cet Ouvrage est divisé en deux Parties. 

La première contient l'étude des différents modes employés 
pour la représentation des corps. Ceux-ci sont supposés ter- 
minés par les surfaces les plus simples, c'est-à-dire les sur- 
faces planes, cylindriques, coniques, sphériques ou les sur- 
faces du second ordre. 



VI PRÉFACE. 

Après une Leçon sur les ombres et une autre sur les projec- 
tions cotées, commence Tétude des différentes perspectives. 

J'ai conservé sans aucun changement le trait de perspective 
que M. de la Gournerie, auquel j'ai eu l'honneur de succéder 
à l'Ecole, avait adopté pour la perspective conique et qu'il a 
exposé dans son excellent Traité de perspective linéaire (*). 

Pour profiter de celte première Partie du Cours, une 
simple lecture ne saurait suffire : il est indispensable d'y 
joindre le tracé de nombreuses épures. 

Les surfaces que l'on rencontre le plus fréquemment dans 
la pratique, telles que les surfaces réglées, les surfaces de 
révolution et les surfaces hélicoïdales, sont traitées dans la 
deuxième Partie. 

C'est aussi dans cette deuxième Partie que se trouvent les 
éléments de la Géométrie cinématique ^ exposés didactique- 
ment pour la première fois. 

Voici comment j'ai été amené à entrer dans cette voie nou- 
velle. 

En 1867, le Conseil de perfectionnement de l'École Poly- 
technique, sur la proposition éclairée et libérale du général 
Favé, qui commandait alors l'École, accorda aux professeurs 
la faculté de modifier leur enseignement. 

Profitant de cette latitude, j'ai commencé, dés cette époque, 
à faire usage de plusieurs propriétés relatives aux déplace- 
ments des figures; j'en ai successivement ajouté d'autres. 



( * ) Je saisis cette occasion pour exprimer publiquement toute ma grati- 
tude à M. de la Gournerie, qui, avec la plus grande bienveillance, m'a beau- 
coup aide au début de mon enseignement en voulant bien me communiquer 
ses programmes détaillés et ses notes. 



PREFACE. Vil 

Ce sont des propriétés de cette nature que j'ai groupées 
dans mon Cours sous le nom de Géométrie cinématique. 

Dans des Mémoires divers et de nombreuses Notes, pré- 
sentés à l'Académie des Sciences, j'avais préparé, depuis 
longtemps, les matériaux de cette branche particulière de la 
Géométrie. La plupart de ces travaux sont coordonnés dans 
cet Ouvrage; ainsi réunis ils forment, à proprement parler, 
un corps de doctrine. 

Tandis que la Cinématique a pour objet l'étude du mouve- 
ment indépendamment des forces, la Géométrie cinématique 
a pour objet l'étude du mouvement indépendamment des 
forces et du temps ( * ). 

Il s'agit bien là du déplacement des figures et non du 
mouvement tel qu'il est considéré en Mécanique, car à ce 



( ' ) Qu'on me permette de rappeler les noms de trois illustres géomètres 
français que j'aime à citer : 

Ampàee, qui a distingue dans 1 1 Mécanique la branche particulière qu'il 
a nommée Cinématique ; 

PoNCELET, qui a créé magistralement l'Enseignement de la Cinématique 
à la Sorbonne en i838; 

M. Chasles, dont les beaux travaux de Géométrie ont notiiblement con- 
tribué aux progrès de la Cinématique. 

Grâce à ces maîtres, cette branche de la Science est maintenant univer- 
sellement étudiée, des chaires spéciales ont été fondées, de nombreux 
Ouvrages ont été publiés. Parmi ceux-ci je me borne à signaler l'important 
Traité de Cinématique pure de M. Resàl. 

A son tour la Géométrie cinématique (*) doit être séparée de la Cinémar 
tique proprement dite, et un bel avenir me semble aussi lui être réservé. 

(*) « Non seulement les questions du déplacement d'une fi(^ure sur 1c plan ou 
dans l'espace s« rattachent à la Cinématique..., mais elles forment même les éléments 
naturels de crtte partie de la Mécanique. » ( Ciiasles, Comptes rendus des séances de 
l'Actsdémie des Sciences, t. LI, p. 855.) 
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dernier point de vue «... Il n'y a réellement mouvement que 
» quand l'idée du temps pendant lequel a. lieu le déplace- 
» ment étant jointe à celle du déplacement lui-même, il en 
» résulte la notion de vitesse plus ou moins grande avec 
» laquelle il s'opère ... (*). » 

En employant d'une manière systématique des propriétés 
qui concernent les déplacements des figures, comme procédé 
très simple de démonstration, je suis arrivé à constituer une 
nouvelle méthode géométrique au moyen de laquelle j'ai pu 
résoudre des problèmes jusqu'ici réservés à l'Analyse infinité- 
simale. 

Ces propriétés, d'ailleurs intéressantes en elles-mêmes, et 
qui sont d'une application immédiate en Mécanique, m'ont 
également permis de faire une Leçon d'Optique géométrique. 
J'ai ainsi cherché à réunir tout ce qui, dans les Cours de 
Mécanique et de Physique, est relatif à la Géométrie; car ce 
n'est que par une liaison bien entendue des différents Cours 
de rÉcole que l'enseignement général de cette grande Insti- 
tution peut présenter une certaine unité. 

Les Applications de la Géométrie cinématique à la Géo- 
métrie descriptive concernent le raccordement des surfaces 
réglées, la théorie de la courbure des surfaces, l'étude des 
surfaces de vis à filet triangulaire ou carré et enfin certains 
problèmes relalifs aux surfaces réglées générales. 

Toutes ces Applications, ainsi que celles dont il est question 
plus loin, sont le fruit de mes recherches personnelles; elles 
sont présentées dans cet Ouvrage sous une forme appropriée 
à l'enseignement. 

(*) Ampèee, Essai sur la philosophie des Sciences, p. 69. 
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J'ai ajouté à plusieurs Leçons des Suppléments qui ren- 
ferment quelques développements relatifs à la théorie des 
surfaces et montrent l'utilité des surfaces que j'ai appelées 
normaUes. 

Dans d'autres Suppléments, j'ai donné diverses Applications 
de Géométrie cinématique, afin de faire mieux connaître et 
de propager une méthode féconde qui me semble digne de 
l'attention des géomètres. 

La dernière Leçon est consacrée aux surfaces topographi- 
ques et à leur emploi pour la représentation des Tables. 

Tout en me conformant au dernier programme arrêté par 
le Conseil de perfectionnement, j'ai donc agrandi ma tache, et 
mon Cours comprend non seulement l'^lr/rfa trait^ mais tout 
V Enseignement géométrique de l'École. 

La partie théorique est ainsi plus développée ; mais je me 
suis rappelé ce que disait l'illustre Lamé en i84o dans la 
Préface de la deuxième édition de son Cours de Physique : 
« Les études suivies à l'École Polytechnique sont loin d'être 
)) uniquement destinées à faire connaître une suite de cal- 
» culs, de formules, de figures, de phénomènes physiques 
M et chimiques. Leur utilité principale est d'exercer cette 
» faculté de l'intelligence à laquelle on donne le nom de 
» raisonnement. » 

Novembre 1879. 

J'adresse de sincères remercîments à mes amis MM. Rouchë et Halphen, 
qui ont bien voulu relire avec soin ce long travail et m'indiquer d'utiles 
corrections a faire. 
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Définitions relatives aux dessins d'Architecture ou de Ma- 
chines. — Les différentes projections emploj'ées pour les dessins 
d*/Vrchi lecture ou de Machines prennent des noms particuliers 
que nous allons tout d'abord déflnir. 

Quand il s'agit d'un édifice, et pour une façade déterminée, une 
projection, faite sur un plan vertical parallèle aux grandes arêtes 
horizontales de cette façade, porte le nom d'e/eVa^io/i. 

Si l'on considère, dans l'édifice, la section d'un étage faite 
par un plan horizontal situé à une certaine hauteur au-dessus du 
sol et si l'on projette sur ce plan les objets placés au-dessous de 
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lui, on a ce qu'on appelle un plan. Il y a évidemment, pour l'in- 
dication complète de la disposition intérieure de l'édifice, autant 
de plans qu'il y a d'étages. 

Si l'on mène un plan vertical, perpendiculairement à la direc- 
tion des grandes arêtes horizontales d'une des façades, on obtient 
ce qu'on appelle une coupe. On distingue des coupes longitudi- 
nales et des coupes transversales, et Ton a soin, comme pour 
le plan, de projeter sur le plan sécant les objets placés derrière ce 
plan relativement au spectateur. 

Lorsqu'il s'agit du dessin des Machines, on a encore des éleva- 
lions et un plan, mais le plan est une projection horizontale de 
l'ensemble de la machine ; le plan sur lequel on projette n'est pas 
un plan sécant. Les plans, les élévations et les coupes portent le 
nom Ae figures géométrales. 

Si l'on veut compléter le tracé linéaire de manière à le transfor- 
mer en une figure faisant image , on ajoute des teintes et des 
ombres. Il est évident que, si une circonférence de cercle est tracée 
sur le dessin d'une élévation, on ne sait pas ce que représente cette 
figure ; mais, si l'on y ajoute des ombres et des teintes, on pourra 
parfaitement montrer s'il s'agit d'une demi-sphère en relief ou 
d'une demi-sphère en creux. 

Définitions relatives aux ombres. — Nous allons nous occuper 
des ombres dans la méthode des projections orthogonales, en 
supposant que le corps lumineux est réduit à un point. 

Lorsque les rayons sont parallèles, nous supposerons que la di- 
rection du rayon lumineux est celle de la diagonale d'un cube 
dont une face est parallèle au plan vertical de projection et 
l'autre face parallèle au plan horizontal de projection. Le cube, 
placé comme nous venons de l'indiquer, est représenté {fig- i) en 
projection verticale et en projection horizontale par deux carrés 
égaux entre eux. La projection d'une diagonale du cube est, sur 
chacun des plans de projection, une diagonale de ces carrés. On 
voit alors que la projection horizontale et la projection verticale 
de notre rayon lumineux sont des droites faisant un angle de 45® 
avec la ligne de terre. 

Donnons maintenant quelques définitions relatives aux ombres. 

Un corps de dimensions finies reçoit des rayons lumineux ; il 
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est éclairé par ces rayons lumineux et il les intercepte ; les diffé- 
rents points situés dans le prolongement de ces rayons ne sont pas 
éclairés et sont dits dans l'ombre. Les rayons qui sont ainsi inter- 
ceptés par le corps sont renfermés dans une suite de rayons dont 
nous allons examiner la situation. 

Pour cela, prenons en particulier un rayon lumineux. Suppo- 
sons qu'il traverse le corps ; il y aura un point d'entrée et un poinX 
de sortie. Transportons ce rayon lumineux de façon que le point 
d'entrée et le point de sortie se confondent. Ce rayon particulier, 
sur lequel il y a maintenant deux points confondus, est tangent à 
la surface qui limite le corps ; s'il s'appuie sur la ligne d'intersec- 

Fig. I. 




tion de deux surfaces, on peut aussi le considérer comme étant 
une tangente. 

L'ensemble des rayons qu'on peut obtenir ainsi, et sur chacun 
desquels il y a deux points confondus, constitue ce qu'on appelle 
le cône d'ombre ou le cylindre d'ombre, et le lieu des points 
qu*on obtient en considérant sur chacun de ces rayons le point qui 
représente la réunion des deux points dont nous venons de parler 
est la ligne de séparation d'ombre et de lumière, qu'on appelle 
encore ligne d'ombre propre. 

Si l'on prolonge les rayons lumineux qui forment le cône 
d'ombre, leurs traces sur une nouvelle surface déterminent une 
ligne à laquelle on donne le nom de ligne d'ombre portée. 

Prenons une surface et imaginons d'un point lumineux s 
(fig' 2) des rayons tangents à cette surface; nous aurons pour 
chacun de ces rayons lumineux un point de contact; en réunissant 
les points de contact a, b, r, nous obtenons la ligne d'ombre 
propre. Au point a, par exemple, le plan tangent au cAne d'ombre 
est le plan déterminé par la génératrice sa et par la tangente en a 
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à la ligne d'ombre propre. Mais ces deux droites sont tangentes à 
la surface éclairée; par conséquent, le plan tangent en a au cône est 
le plan tangent en a à la surface. Nous voj'ons donc qu'aux diffé- 
rents points de la ligne d'ombre propre le cône et la surface ont 
les mêmes plans tangents. On dit alors que le cône d'ombre est 
circonscrit à la surface qui limite le corps éclairé » 
» Il est important de remarquer que le cône d'ombre est formé, en 
général y de surfaces différentes , et que la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière n'est pas une ligne continue. 

Prenons, par exemple, une surface polyédrale, c'est-à-dire ter- 
minée par des plans; nous verrons bien nettement que, lorsqu'on 
suit la ligne d'ombre propre, on est obligé de quitter une ligne pour 
passer à une autre qui ne rencontre pas celle-ci. 

Fig. a. 



Soient deux murs verticaux se coupant à angle droit (fig^^)' 
Nous placerons l'un de ces murs parallèlement au plan vertical de 
projection, et nous supposerons qu'il y a, formant moulure, un ban- 
deau en pierre. Nous allons prendre les rayons lumineux dirigés 
comme il a été dit tout à l'heure; nous tracerons l'ombre portée 
par l'ensemble des deux murs et du bandeau sur le plan horizon- 
tal de projection, et, ce tracé achevé, nous pourrons voir la discon- 
tinuité dans la ligne de séparation d'ombre et de lumière. 

S'il n'y avait pas de bandeau, l'ombre portée serait limitée à 
l'ombre portée de la verticale projetée au point a. Mais nous avons 
un segment vertical iV : l'ombre portée par ce segment est i|C<; 
la perpendiculaire au plan vertical qui se projette en b' a pour 
ombre portée la perpendiculaire à la ligne de terre qui passe par 
le pointai ; cette droite rencontre la ligne d'ombre portée par la 
verticale a en un point mi , et le rayon lumineux qui a pour trace 
le point /TZi est un rayon qui se projette verticalement suivant 
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nih', et qui rencontre à la fois )a verticale qui représente l'arête 
(l'intersection des deux murs et la perpendiculaire au plan verti- 
cal menée par te point b'. De même, si nous prenons l'ombre de 
l'horizontale parallèle au plan vertical de projection qui passe 
par c', nous obtenons la parallèle à la ligne de terre menée à partir 
Ju point c, ; cette droite rencontre la ligne (im, en un point «i, 
lequel est, comme tout à l'heure, la trace horizontale d'un rayon 
qui rencontre l'arête verticale du mur au point ^ et l'horizontale 
passant par le point c' en un point n'. 

Nous pouvons maintenant suivre la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière. Si nous partons du point le plus haut de l'anîte 

Fis. î. 




(l'intersection des deux murs, nous avons la portion de cette ligne 
qui vient se terminer au point ni et qui porte son ombre sur le 
plan horiKontal. 

Au-dessoHS de ni, le mur est bien éclairé, mais l'ombre n'est 
pas portée sur le plan horizontal de projection : elle est portée 
sur le plan horizontal qui termine le bandeau à sa partie supé- 

Arrîvé en ni, le rayon lumineux rencontre la perpendiculaire au 
pian vertical projeté en f ; à partir de ce point de rencontre, qui 
est projeté horizontalement au point d, la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière est le segment compris entre ce point d et 
le point b. Le rayon lumineux continue à se déplacer en s'ap- 
puyant le long de la veriicaie i'c'; il vient se retourner sur l'hori- 
Eontale éii. A partir de là, il y a ligne de séparation d'ombre et 
de lumière sur la moulure et ombre portée sur le mur. Enfin, sur 
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Taréte du mur, c'est à partir du point /?' que nous devons conti- 
nuer la ligne de séparation d'ombre et de lumière. 

Cet exemple montre bien comment, lorsqu'un corps est terminé 
par un ensemble de surfaces, il importe de suivre la ligne de sépa- 
ration d'ombre et de lumière et de bien voir comment on délimite 
le contour de l'ombre portée. 

A l'occasion de cet exemple, nous ferons quelques remarques. 

En projection horizontale l'ombre portée par une verticale est 
toujours une ligne parallèle à la projection horizontale du rayon 
lumineux, quelle que soit la surface que l'on rencontre. Ainsi, 
tout à l'heure, nous avons rencontré le plan supérieur de la mou- 
lure, puis le plan horizontal de projection, et l'ombre portée est 
toujours, en projection horizontale, la même ligne qui se continue. 

Nous remarquerons également qu'un plan mené parallèlement 
au rayon lumineux a pour trace, sur une surface quelconque, une 
ligne qui est l'ombre portée d'une ligne quelconque tracée sur ce 
plan. Nous ferons bientôt usage de cette remarque. 

Nature de la ligne de séparation d'ombre et de lumière pour les 
surfaces les plus simples. — Si le corps est terminé par des plans, 
la ligne de séparation d'ombre et de lumière se compose d'une suite 
de droites, comme nous venons de le voir, et au lieu d'un cône 
d'ombre on a une pyramide d'ombre. 

Si le corps est terminé par une surface cylindrique ou par une 
surface conique, la ligne de séparation d'ombre et de lumière se 
compose de génératrices de ces surfaces, et le cône d'ombre se 
compose de plusieurs plans. 

S'il s'agit d'une sphère, la ligne de séparation d'ombre et de lu- 
mière, dans le cas d'un point lumineux, est un petit cercle, et le 
cône d'ombre est un cône de révolution. 

Examinons maintenant le cas où la surface qui limite le corps est 
une surface du second degré. Nous allons considérer une surface 
ayant un centre, le corps lumineux étant réduit à un point, et dé- 
montrer que la ligne d'ombre propre est une ligne plane et que 
le plan de cette ligne est conjugué du diamètre qui passe par le 
point lumineux. 

Par le point lumineux s et le centre o de la surface, menons un 
plan sécant; il coupe la surface suivant une courbe acb {Jig> 4)- 



OMBRES SUR LES FIGURES GEOHETRALES. 7 

Nous obtenons deux points de la ligne d'ombre propre en prenant 
les points de conlact a^ h des tangentes menées à cette courbe à 
partir du point lumineux s. Menons la corde ah^ et joignons le 
point s au point o par une droite qui rencontre la courbe au 
point c et la corde au point d. Nous savons que Ton a toujours 

odxos = oc y et que la corde ab est parallèle à la tangente et à 
la courbe. Nous pouvons conclure de là que, quel que soît le plan 
sécant mené par la droite os^ le point d est toujours le même. 
Quel que soit le plan sécant, nous aurons donc à mener à partir du 
point d une parallèle à une tangente en c. Toutes les tangentes 
en c appartiennent au plan tangent en ce point à la surface du 
deuxième degré, et Tensemble des parallèles à ce plan menées à 
partir du même point d constitue le plan de la courbe d'ombre. 
Nous voyons, en outre, que ce plan est conjugué de la direc- 
tion os y puisqu'il est parallèle au plan tangent en c. 

Fie. 4. 




Lorsque le point s est à l'infini, le plan de la courbe d'ombre 
passe par le centre ; et, si la surface du deuxième degré est dé- 
pourvue de centre, le plan de la courbe d'ombre est parallèle à 
l'axe. 

Méthodes générales pour la détermination des ombres. — Après 
avoir indiqué la nature des lignes d'ombre lorsque les surfaces 
considérées sont des surfaces cylindriques, coniques, sphériques 
ou du second ordre, nous allons parler des procédés généraux em- 
ployés lorsqu'il s'agit de surfaces géométriques, ou de surfaces 
graphiques, c'est-à-dire qui n'ont pas un énoncé géométrique. 

Les procédés que nous allons indiquer seront toujours les mêmes, 
quel que soit le mode de représentation; les tracés seuls différe- 
ront. 

Méthode des plans sécants. — On distingue d'abord ce qu'on 
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appelle la méthode des plans sécants; c'est, en définitive, le pro- 
cédé que nous avons employé tout à Theure. Par le point lumi- 
neux on mène des plans qui coupent, suivant certaines lignes, 
la surface qui limite le corps éclairé. Dans chacun de ces plans 
on mène par le point lumineux des tangentes à ces lignes; les 
points de contact qu'on détermine ainsi peuv^ent appartenir à la 
ligne d'ombre. Je dis qu'ils peui^ent appartenir, parce que nous 
allons voir qu'il y a lieu de choisir parmi les points de contact 
ceux qui forment la ligne de séparation d'ombre et de lumière. 

Prenons pour exemple la surface de révolution engendrée par 
la rotation du contour abc {fig* 5) autour de la droite st\ Tinté- 
rieur du corps est entre le contour et l'axe, et le point lumineux 
est placé en s sur l'axe. Quel que soit le plan mené par le point s 
et par l'axe de révolution, nous aurons toujours comme in ter- 

Fig. 5. 



section une ligne méridienne. Nous devons, d'après ce qui a été 
dit, mener des tangentes à la courbe de section, et nous obtenons 
ainsi les points de contact a, &, c. Si nous prenons Tes points ana- 
logues situés dans tous les plans méridiens, le lieu des points a 
sera la circonférence qui se projette suivant la perpendiculaire à 
l'axe menée à partir de a ; de même pour le point b et pour le 
point c. Il résulte de la disposition des points a, &, c que la partie 
éclairée sera en avant du parallèle qui contient le point a, mais 
que tout le reste de la surface sera dans Tombre ; par conséquent, 
les circonférences qui contiennent les points b et les points c ne 
forment pas la ligne de séparation d'ombre et de lumière. 

Si la tangente en a rencontrait le contour abc, on aurait sur le 
corps éclairé une circonférence qui serait l'ombre portée par le 
parallèle qui contient a. 

Lorsque les rayons sont parallèles entre eux, on mène les plans 
sécants parallèlement à ces rayons lumineux ; c'est ainsi qu'on pro- 
cède dans le dessin d'Architecture. Si, par exemple, on veut déter- 
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miner les lignes d'ombre propre et d'ombre portée qui sont rela- 
tives à un chapiteau de colonne, on considérera des plans verticaux 
parallèles aux rayons lumineux. 

Nous allons représenter un chapiteau de colonne et indiquer 
sommairement comment on opère, dans ce cas, pour déterminer 
les lignes d'ombre propre et d'ombre portée. 

Supposons le chapiteau représenté {fig* 6) par sa projection 
verticale, et par sa projection horizontale (sur la figure nous n'in- 
diquons pas cette dernière projection) ; nous coupons ce chapiteau 
par un plan vertical parallèle au rayon lumineux; à l'aide des deux 
projections, nous déterminerons les lignes d'intersection de ce plan 
sécant avec les différentes surfaces qui limitent le chapiteau. 

Fig. 6. 



I ai*' 



Nous obtenons ainsi un contour i, 2, 3, .... Par les sommets 
saillants de ce contour nous menons des parallèles au rayon lumi- 
neux. La parallèle au rayon lumineux menée du point i rencontre 
le contour au point i'; parce pointpasse une ligne d'ombre portée. 
Comme nous connaissons la nature de la moulure, nous pouvons 
loat de suite mener par l' la parallèle à l'arête de la moulure qui 
contient i , pour obtenir la ligne d'ombre portée. 

Par le sommet saillant 2 nous menons une parallèle au rayon 
lumineux ; cette ligne rencontre le contour en un certain point a', 
qui appartient à la ligne d'ombre portée. Nous menons ensuite une 
tangente parallèle au rayon lumineux; elle rencontre le contour au 
point 3',^uî est l'ombre portée du point de contact 3 ; ce point de 
contact appartient à la ligne d'ombre propre. 

Sur la moulure appelée quart de rond, il y aura à déterminer, 
au moyen de différents plans sécants, les différents points de la 
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ligne d'ombre portée tels que 2' et les points de la ligne d'ombre 
propre tels que 3. 

On continuera de la même manière pour achever la détermina- 
tion des ombres sur le chapiteau. 

Méthode des plans tangents. — Nous ne ferons que citer la 
méthode des plans tangents, qui sera développée plus tard. 

Méthode des projections obliques. — Nous passons à la mé- 
thode connue sous le nom de méthode des projections obliques. 
Précédemment, à l'occasion de l'ombre portée par deux murs, nous 
avons, sans nommer cette méthode, fait usage du prihcipe sur 
lequel elle repose. Nous allons maintenant exposer ce principe. 




Soient deux lignes A et B {fig* 7). Nous voulons déterminer le 
point de la ligne A qui porte son ombre sur la ligne B, et cette 
ombre elle-même sur la ligne B. 

Pour cela nous ferons usage d'un plan auxiliaire (P), ^t nous 
déterminerons les ombres portées sur ce plan par les lignes A et B, 
qu'on peut appeler les projections obliques de A et de B. Nous 
obtiendrons une ligne A| et une ligne B4 . Il est clair que le point 
de rencontre ni^ de ces deux lignes est la trace sur le plan (P) d'un 
rayon lumineux qui rencontre les lignes A et B. Le point ni où ce 
rayon rencontre la ligne A est le point qui porte ombre, et le point 
où il rencontre la ligne B est l'ombre portée sur cette ligne. 

Ainsi le principe bien simple qui conduit, comme on le voit, à 
déterminer l'ombre portée d'une ligne sur une autre se réduit à ceci : 
On prend les projections obliques des deux lignes sur un même plan, 
et les points de rencontre de ces projections sont les traces- des pro^ 
jetantes qui rencontrent à la fois les deux lignes dont on s'occupe. 

Il faut encore remarquer que, si l'on considère un point p de la 
ligne A et la projection oblique /?i de ce point sur le plan (P), la 



OVBBEa SDB LBS FIOURES GliOHÉTBALES. Il 

tangente en ^ à la ligne A se projette obliquement suivant la tan- 
gente en p^ à la ligne At, puisque cette droite est la trace sur le 
plan (P) du plan tangent le \onç de pp, au cylindre projetant de A. 

IVenoDS maintenant pour exemple la surface de révolution en- 
gendrée par le contour a'dd' tournant autour de la verticale o 
[fig. 8); nous aurons pour projection horizontale des circonfé- 
rences concentriques (qui ne sont pas tracées sur la figure). 

Considérons le parallèle i^è'; nous voulons déterminer son 

Fie. 8- 




m 



ombre portée sur la surface de révolution engendrée par i/if. Vious 
prendrons pour cela l'ombre portée par a'i'sur diflércnls paral- 
lèles de celle surface de révolution, en appliquant ce que nous ve- 
nons de dire. Pour effectuer les constructions, nous chercherons 
les ombres portées par ces différents parallèles, sur le plan hori- 
zontal par exemple. Comme les plans de ces circonférences sont 
parallèles au plan horizontal de projection, leurs ombres portées 
sont des circonférences qui leur sont respectivcmcnl égales. La 
trace horizontale de la parallèle au rayon lumineux menée par le 
centre de a'bf est le centre de l'ombre portée par ce parallèle. Do 
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ce point comme centre, avec un rayon égal au rayon de la circonfé- 

I db', nous n'avons qu'à décrire une circonférence, et nous 

s l'ombre portée par «'i' sur le pian horizontal de projection. 

De môme pour les parallèles de la surface de révolution. En pre- 

nl les points de rencontre de l'ombre portée par n'A' avec les 
ombres portées par ces différents parallèles, et relevant ces points 
comme nous l'avons indiqué tout à l'heure, nous déterminerons 
autant de points que nous voudrons de la courbe d'ombre portée 
par a' A' sur la surface c/rf'; en réunissant tous ces points, nous 
obtiendrons celle courbe d'ombre portée. 

Le procédé qui vient de nous servir à tracer la ligne d'ombn' 
portée conduit aussi à la détermination de la ligne d'ombre propre. 

Supposons celle ligne connue, et prenons un parallèle qui b 
rencontre en un point hi'. En ce point m' , le plan langent à la sur- 
face de révolution est parallèle au rayon lumineux, et, d'après une 
remarque précédente, la Irace de ce plan sur le plan horizontal 
est l'ombre portée par toutes les lignes contenues dans ce plan; en 
particulier, c'est l'ombre portée par la tangente en m' au parallèle 
et par la tangente en iri à la courbe d'ombre propre. 

Puisque les ombres portées par ces deux courbes sont langenles 
à une même droite en un même point, il en résullc que ces deux 
courbes ont pour ombres portées des lignes tangentes entre elles. 

Il suffit donc de clierchei- les ombres portées par les différents pa- 
rallèles sur le plan horixonlal ; on obtiendra une suite de circonfé- 
rences dont les centres sont sur une droite pamlléle à la projection 
liorizonlale du rayon lumineux et menée du point o. Dès lors, on 
n'aura qu'à tracer une courbe tangente à toutes ces circonférences 
pour avoir la ligue d'ombre portée; chacun des points de contact 
avec ces circonférences, étant relevé par une parallèle au rayon 
lumineux , viendm déterminer sur les parallèles eux-mêmes des 
points tels quen/i Plus lard, quand nous aurons parlé des courbes 
eniielofipef , nous verrons qu'on peut dire que la ligne d'ombre 
portée est ici V enveloppe des ombres portées par les parallèles du 
la surface de révolution. 

Nous venons de chercher l'ombre portée sur le plan horizontal; 
mais, dans la méthode des projections obliques, le plan auxiliaire 
n'est pas nécessairement un plan horizontal. Cherchons , par 
exemple, le point «* de la courbe d'ombre portée situé sur lu 
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ligne méridienne. Ce point est Tombre portée par un certain point 
de clV ; nous avons donc à chercher l'ombre d'une ligne a! h* sur 
une ligne c'a! située dans le plan méridien parallèle au plan verti- 
cal de projection. Pour déterminer ce point, nous n'avons qu'à 
prendre l'ombre portée par dV sur ce plan vertical: c'est une 
ellipse qui rencontre d d* au point cherché ri. Puisque le point ri 
est sur la ligne de contour apparent de la surface de révolution, la 
courbe d'ombre portée est tangente en ce point à la ligne d d! . 

On démontre aisément qu'au point de rencontre /?' de la courbe 
d'ombre propre et de la courbe d'ombre portée la tangente à la 
courbe d'ombre propre est le rayon lumineux lui-même. 

Nous avons parlé de la méthode des projections obliques' dans 
le cas où les projetantes sont parallèles aune même direction*, tout 
ce que nous avons dit s'applique au cas d'une projection conique, 
c'est-à-dire lorsque les rayons lumineux partent d'un même point. 

Points brillants. — Terminons ce qui est relatif aux ombres 
en définissant les points brillants. 

Lorsqu'on applique le lavis à un dessin, il y a certaines parties 
des surfaces éclairées qu'on laisse sans teintes et qui entourent ce 
qu'on appelle les points brillants. Considérons une surface polie 
et réfléchissante représentée sur le plan vertical de projection, et 
supposons qu'il existe un rayon lumineux qui soit réfléchi par cette 
surface, de façon que ce rayon soit renvoyé dans la direction des pro- 
jetantes. Comme il s'agit ici du plan vertical de projection, et que ' 
les projetantes sont des perpendiculaires à ce plan, il y aura donc 
un rayon lumineux qui sera renvoyé de façon que dans le plan nor- 
mal, au point où ce rayon rencontre la surface (l'angle d'incidence 
étant égal à l'angle de réflexion), le rayon soit réfléchi perpendi- 
culairement au plan vertical. Le point où ce rayon rencontre la 
surface est un point brillant. 

Appelons R la direction des rayons lumineux, P la direction 
d'une perpendiculaire au plan vertical de projection. Nous connais- 
sons l'angle (P, R), et, en prenant la bissectrice de cet angle, nous 
avons la direction de la normale N au point brillant. Un point 
brillant est donc un point pour lequel la normale est parallèle à 
cette direction, ou encore, c'est un point où le plan tangent à la 
surface éclairée est parallèle à un plan perpendiculaire à N. 
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Ainsi, chercher un point brillant, c'est chercher le point de con- 
tact de la surface qui limite le corps avec un plan tangent qui est 
parallèle à une direction connue. 

Au lieu d'un point brillant, on peut avoir une suite de points 
brillants formant une ligne brillante; c'est ce qui arrive, par 
exemple, pour les surfaces cylindriques et les surfaces coniques. 

Voilà ce qui est relatif aux ombres et aux procédés généraux 
applicables dans tous les modes de représentation. 

Nous avons donné quelques exemples, mais il est facile d'en 
trouver d'autres. Ainsi, par la méthode des projections obliques, 
on peut chercher l'ombre d'un segment de droite sur un tétraèdre, 
en déterminant l'ombre de la droite sur les différentes arêtes du 
tétraèdre. On peut encore chercher l'ombre d'une droite sur une 
surface conique en prenant l'ombre de la droite sur un certain 
nombre de génératrices de celte surface; l'ombre d'un cône sur 
un autre cône, ce qui revient à prendre les intersections de ce 
dernier cône et des plans d'ombre du premier. 

Ce n'est qu'à la condition de s'exercer sur un grand nombre 
d'exemples qu'on peut arriver à traiter facilement les problèmes 
concernant les ombres. 
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PROJECTIONS COTÉES. 

Méthode des projections cotées. — Problèmes relatifs à la ligne droite et au plan. 

Plan tangent à un cône. — Problème d'ombre. 



Méthode des projections cotées. — Dans la méthode des' projec- 
tions orthogonales, les hauteurs des différents points de Tobjet à 
représenter se trouvent indiquées sur le plan vertical de projection 
par la distance à la ligne de terre des projections verticales de ces 
points. Lorsque l'étendue horizontale de Tobjet est d'une dimen- 
sion relativement beaucoup plus grande que la hauteur des diffé- 
rents points de cet objet, on a sur le plan vertical de projection 
des points rapprochés de la ligne de terre. 

Dans ce cas, la lecture de la projection verticale ne serait pas 
facile. On supprime alors cette projection, et, au lieu de donner 
des hauteurs graphiques, on donne des hauteurs numériques ; les 
projections horizontales des différents points sont accompagnées 
de nombres qui indiquent les hauteurs de ces points au-dessus d'un 
plan horizontal qu'on appelle plan de comparaison. On a ainsi des 
projections cotées. 

On a recours à la méthode des projections cotées pour la repré- 
sentation des Fortifications ; on l'emploie aussi en Topographie et 
en Hydrographie. Dans le dessin des Fortifications, Je plan de com- 
paraison est au-dessous de tous les points de l'ensemble à repré- 
senter; dans ce cas, les hauteurs des points sont des altitudes. 
D'une façon générale, le nombre que l'on place à côté de la pro- 
jection d'un point porte le nom de cote. 

Problèmes relatifs à la ligne droite et au plan. — Représenta- 
tion d'une ligne droite. — Une ligne droite est représentée par sa 
projection et la cote de deux de ses points. 
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Soit [fig- 9) la droite ab, qui est la projection sur le plan de 
comparaison d'une droite de Tespace. La hauteur du point a est in- 
diquée à côté de la projection de ce, point; de même pour le 
point b. On doit ajouter, en outre, réchelle du dessin à l'aide de 
laquelle on peut mesurer les hauteurs marquées à côté des projec- 
tions des points de la figure. 

Graduer une droite, — Nous allons résoudre par la méthode 
des projections cotées un certain nombre de problèmes élémen- 
taires. Pour cela nous avons besoin de montrer comment on pré- 
pare, pour ainsi dire, l'emploi d'une droite. Une droite doit inter- 
venir dans la solution d'un problème; afin d'en faire usage plus 
facilement, on indique sur cette droite les points dont les cotes 
sont marquées par des nombres entiers. C'est ce que l'on appelle 

Fig. 9. 
a c d ^ 6 

m • • > • > 

X25 A i 5 U 6.75 

graduer une droite. Les points ainsi déterminés portent le nom 
de points à cotes rondes. 

Si, par exemple, nous voulons trouver le point c, dont la cote 
est 3, nous n'avons qu'à établir une proportion : la distance ac ou x 
est à la différence de cote entre le point coté 3 et le point coté 
2, a5, c'est-à-dire o , 70, comme la longueur ab est à la diflerence 
de cote entre 6,75 et a, 25, c'est-à-dire 4ï5o: 

ac ou X ab 

0,75 4»5o 

Nous connaissons la longueur ab mesurée à l'échelle du dessin; 
au moyen de cette proportion , nous déterminons un certain 
nombre x qui correspond à une longueur mesurée à l'aide de Té- 
chelle du dessin, et nous obtenons le point c en portant cette lon- 
gueur à partir du point a. 

Nous pouvons de même déterminer le pointe/, pour lequel la cote 

est 4» par la proportion 

cd ou .r ah 

■ ^^ ■ • 

I 4>^o 

Cette longueur cd, qui est, sur la projection de la droite, la dis- 
tance de deux points dont la cote diffère de l'unité, est ce qu'on 
appelle Vinter stalle. 
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L'intervalle étant déterminé, nous pourrions porter cet inter- 
valle successivement sur la droite et nous aurions les points à cotes 
rondes. Mais, lorsqu'il s'agit d'un tracé graphique, il ne suffit pas 
de trouver le moyen théorique qui conduit à la solution du pro- 
blème : il faut encore chercher parmi les constructions celle qui 
donne le résultat le plus exact. 

Dans la pratique, on opère ainsi : on détermine le point à cote 
ronde le plus voisin de chacune des extrémités de la droite; près 
du point a, par exemple, on cherche le point coté 3, et près du 
point b le point coté 6 ; il ne reste plus alors qu'à partager la dis- 
lance comprise entre le point coté 3 et le point coté 6 en trois par- 
lies égales, ce qui donnera les points cotés 4 et 5. De cette façon, 
la droite se trouvera graduée. 

Le procédé dont nous venons de faire usage pour graduer la droite 
est celui que l'on désigne sous le nom de procédé arithmétique, 11 

¥\q, 10. 

ht 

^-r* 15 

y- m ^ id é 4 û* 

S.2& 3 i & 6 6.75 

existe un autre procédé que l'on désigne sous le nom de procédé 
graphique. Voici en quoi il consiste. 

Considérons (yîg^. lo) le plan vertical qui projette la droite; il 
se projette tout entier suivant la droite ab. Supposons que, dans ce 
plan, on mène une horizontale par le point a\ ce sera Thorizontale 
qui aura la même cote que le point a, c'est-à-dire l'horizontale 
2,a5. Faisons tourner ce plan vertical autour de cette horizontale 
2,2 5 pour l'amener à être parallèle au plan de comparaison; après 
le mouvement de rotation, le point qui se projetait en b viendra se 
projeter au point bi tel que la distance ii, égale la différence de 
cote entre le point b et le pointa, soit 4>^o mesurés à l'échelle 
du dessin. On joint alors le point a au point &| ; puis on ramène 
sur cette ligne ai«, au moyen de parallèles à aby les points à cotes 
rondes rabattus sur bbi ; ces droites rencontrent ab^ en des 
points qu'on projette sur ab, et l'on a les points à cotes rondes sur 
la droite ab. 
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La hauteur du point b au-dessus du point a étant mesurée par un 
segment d'une dimension petite relativement à la longueur de ai, 
les droites parallèles à ab rencontrent la ligne ab^ sous des angles 
très-aigus. Le point de rencontre graphique de deux lignes qpi se 
coupent ainsi sous un angle aigu n*est pas suffisamment défini, et le 
procédé graphique présente alors cet inconvénient de ne pas don- 
ner la graduation de la droite avec assez d'exactitude. Aussi, dans 
la méthode des projections cotées, on préfère employer le procédé 
arithmétique. 

Au moyen d'une proportion analogue à celle dont nous avons fait 
usa ge tout à l'heure, on résout les problèmes suivants : 

Trousfer la cote d'un point donné sur une droite. 
Trouver sur une droite la projection d'un point dont la cote 
est donnée. 

Ces deux problèmes se résolvent approximativement quand la 
droite donnée est graduée. 

Distance de deux points, — La distance entre les points a et A, 
donnés par leurs projections cotées, est ab^, déterminée comme 
on vient de le voir; on l'obtient facilement aussi par le calcul. 

On appelle pente d'une ligne droite la tangente de l'angle que 
cette droite fait avec le plan de comparaison. Dans l'exemple précé- 

6 no — ~ 2 tl^ I 

dent, la pente est — ^-^ — 7 — ^— ^ 9 ou encore — ;? cd étant l'intervalle. 

ab cd 

Si nous désignons l'intervalle par i et la pente par />, nous 
voyons que p'xi^^ i . On exprime ce résultat en disant que la 
pente et l'intervalle sont réciproques. 

A l'aide d'une proportion analogue à celle précédemment em- 
ployée, on résout encore le problème suivant : 

Graduer une droite dont on connaît la projection, la projec- 
tion cotée d'un de ses points, la pente, et le sens dans lequel on 
doit marcher sur la droite pour se rapprocher du plan de compa- 
raison. 

Par un point donné, mener une parallèle à une droite donnée. 
— Soit un point coté 8: on demande de mener par ce point une 
parallèle à la droite abj qui est donnée par sa projection cotée. 
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Il suffît de mener par le point 8 une parallèle à la ligne ab; on a 
ainsi la projection de la droite demandée. A partir du point coté 8 
on porte des segments égaux à Tintervalle de la ligne ab, et Ton 
obtient les points à cotes rondes sur la ligne demandée. Il faut coter 
•ces points de façon que cette ligne se rapproche du plan de com- 
paraison comme la droite donnée. 

Représentation d'un plan. — On représente un plan à l'aide 
d'une de ses lignes de plus grande pente dont on donne la projec- 
tion cotée. A côté du trait qui représente la projection de cette 
ligne de plus grande pente on ajoute un trait parallèle et d'égale 
force : on obtient ainsi ce que l'on appelle Véchelle de pente du 
plan. Cette échelle permet de tracer une horizontale quelconq[uo 
(hi plan ; en la donnant, on évite donc de faire le tracé des horizon- 
tales du plan. 

Lorsqu'un plan fait partie d'une construction, on l'indique sim- 
plement par son échelle de pente ; mais, si c'est un plan existant, on 

Fig. I I. 




2.2i> t.50 6.75 



indique en outre le contour de la portion plane qu'on veut repré- 
senter. 

Un point d'un plan donné est connu par sa projection : trouver 
sa cote. — Pour cela, par le point donné menons une perpendicu- 
laire à l'échelle de pente du plan, c'est-à-dire une horizontale de 
ce plan. Tous les points de cette droite ayant la mén^ cote, on n'a 
qu'à prendre la cote du point de l'échelle de pente située sur cette 
horizontale pour avoir la cote du point donné. 

Par trois points donnés faire passer un plan. — Soient 
(Jig. Il) le point a coté a,25, le point b coté 4^50 et le point c- 
cote 6, 75. Joignons par une droite le point a, qui est le plus rappro- 
ché du plan de comparaison, au point c, qui en est le plus éloigne; 
puis cherchons entre le point a et le point c le point qui a la même 
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cote (4,5o) que le point i; en joignant ce point au point i, 
nous avons Thorizontale du plan demandé. Nous pouvons alors 
tracer Féchelle de pente de ce plan, perpendiculairement à cette 
horizontale, et rapporter sur cette échelle de pente, au moyen 
de parallèles à cette horizontale, les points à cotes rondes de la 
droite ac. 

Reconnaître si deux droites données sont dans le même plan, 
— II suilit, pour cela, d'examiner si le point d'intersection des 
projections de ces droites a la même cote sur chacune des droites, 
ou encore si, en joignant les points à même cote sur les deux droites, 
on obtient des droites parallèles entre elles. 

Trouver l'intersection de deux plans donnés par leurs échelles 
de pente. — On prend des horizontales à même cote de chacun des 
plans, par exemple (yîg'. 12) les horizontales 3; ces lignes se coupent 

Fig. la. 




en un point a qui est coté 3. De même, l'horizontale 5 de l'un des 
planî? est rencontrée par l'horizontale 5 de l'autre plan au point h 
qui est coté 5. La droite ab est la projection de la ligne d'intersec- 
tion des deux plans. 

Construire l'intersection d'une droite et d'un plan. — Le plan 
est donné par son échelle de pente, et la droite par sa projection 
cotée. 

Par la droite, nous menons un plan auxiliaire que nous indique- 
rons par deux de ses horizontales. Par le point 3 de la droite don- 
née [fig- i3) traçons une certaine droite que nous prendrons 
pour une horizontale du plan auxiliaire, et par le point 6 menons 
une droite parallèle à cette horizontale. L'horizontale 3 du plan 
auxiliaire rencontre Thorizontale 3 du plan donné en un certain 
point; l'horizontale 6 du plan auxiliaire rencontre l'horizontale 6 
du plan donné en un autre point. En joignant ces deux points, 
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nous avons la ligne d'intersection du plan donné et du plan auxi- 
liaire mené par la droite; cette ligne rencontre la droite donnée 
en un point m qui est le point demandé. 

FIg. i3 




Par un point donné mener un plan parallèle à un plan donné. 
— Le plan est donné par son échelle de pente; il suffit alors, par 
le point donné, de mener une parallèle à cette droite, et Ton a Fé- 
chelie de pente du plan demandé. 

La pente d'un plan est la pente de son échelle de pente. 

Fig. 14. 





//-' 




^^ 




/ 




\ 
N 




// 




\ 




/'; 


b 


\ 
1 




/ \ y 


/^lO 


1 




^ ^ y^ 




/ 




y^ 




1 
• 


/ 
/ 
/ 
/ 






/ 


<^':V'''' 






/A- 


>>v 






V^'-' 








ay<' 








\ 









'Par luie droite donnée construire un plan ayant une pente 
donnée. — Soit {fig» i4) 1^^ droite ab, cotée 4 aw point a et lo au 
pointa. Par le point b nous pouvons mener une infinité de droites 
ayant pour pente la pente donnée; ces droites forment un cône de 
révolution dont le sommet est au point b et dont Taxe est vertical. 
Prenons la trace de ce cône de révolution sur le plan horizontal qui 
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passe par le point a et qui est coté 4* H est facile de déterminer le 
rayon de la circonférence base de ce cône : la hauteur du cône a 
pour longueur la différence de cote lo — 4> soit 6; le rayon x doit 

CL 

être tel que - soit la pente donnée. Nous pouvons, sur réchelle du 

dessin, trouver la longueur correspondante à ce nombre x, puis 
décrire, du point b comme centre avec cette longueur pour rayon, 
une circonférence, et, en menant du point a des tangentes à cette 
circonférence, nous aurons les horizontales 4 des deux plans qui 
répondent à la question. 

Au moyen d'un cône de révolution, on résout également le pro- 
blème suivant : 

Par un point donné dans un plan, mener sur ce plan une droite 
ayant une pente donnée, 

Fig. i5. 



Mener une droite perpendiculaire à un plan. — Pour expli- 
quer ce qui concerne la perpendiculaire à un plan en projection 
cotée, nous prendrons d'abord une ligne de terre et les traces 
d'un plan perpendiculaire au plan vertical de projection. 

Prenons {Jig» iî>), sur chacun des plans de projection, perpen- 
diculairement aux traces du plan, les projections «c, al(f d'une 
perpendiculaire à ce plan. Cette perpendiculaire rencontre le plan 
donné au point projeté en a, {^. Sur la droite (^a portons, à 
partir du point a!, une longueur a!p égale à l'unité de l'échelle du 
dessin, et par le point /> menons une parallèle à la ligne de terre; 
cette parallèle rencontre la trace verticale du plan au point b', et la 
projection de la droite au point d. Par le point V abaissons une 
perpendiculaire sur la ligne de terre, et considérons cette droite 
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comme représentant la projection d'une horizontale du plan; pre- 
nons la projection horizontale c du point </. Dans le triangle rec- 

tangle V dd nous avons b'p^pc!^= dp = i, puisque nous avons 
pris dp égale à Funité de Téchelle du dessin. 

Nous pouvons maintenant revenir à la question de la perpendi- 
culaire au plan en projection cotée. 

Si le plan est donné par son échelle de pente ttz/i, nous avons 
la direction de sa trace horizontale. Nous voyons déjà qiie la 
projection oc de la perpendiculaire au plan est une parallèle à 
Féchelle de pente du plan. La distance ah^ étant un segment égal 
à la portion comprise sur Téchelle de pente entre deux points dont 
les cotes diffèrent d'une unité, est l'intervalle sur cette échelle de 
pente ; de même pour ac. Mais la relation que nous avons écrite 
lout à l'heure prouve que le produit des intervalles est égal à i . 
Nous voyons donc que l'intervalle pour la perpendiculaire au 
plan est l'inverse de l'intervalle pour l'échelle de pente du plan. 

Lorsque l'on suit la perpendiculaire en allant du point a' au point 
c pour se rapprocher du plan horizontal, on marche, en projection, 
dans la direction oc, tandis que sur le plan, pour se rapprocher du 
plan horizontal, on marche dans la direction ab. On doit donc 
avoir soin de coter la perpendiculaire au plan en sens inverse de la 
manière dont est cotée l'échelle de pente. 

Il résulte de là que l'on doit opérer de la façon suivante. On mène 
une parallèle à l'échelle de pente du plan donné. On mesure à l'é- 
chelle du dessin le nombre qui correspond à l'intervalle de l'échelle 
de pente du plan donné, on prend l'inverse de ce nombre, et l'on 
obtient un nouveau nombre qui donne la longueur de l'intervalle 
de la perpendiculaire au plan. On porte cet intervalle sur la 
droite que nous venons de tracer, et l'on cote les points obtenus en 
sens inverse de la manière dont l'échelle de pente est cotée. 

Nous avons tracé arbitrairement une perpendiculaire au plan, 
mais il serait tout aussi facile de la faire passer par un point donné. 

Lorsqu'on a résolu ce problème, mener par un point une per- 
jyendiculaire à un plan, on peut déterminer le point où cette per- 
pendiculaire rencontre le plan, puis, soit par le calcul, soit graphi- 
quement, chercher la distance du point donné au plan, c'est-à-dire 
la longueur comprise entre le point donné et le point où le plan est 
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rencontré par la perpendiculaire abaissée du point donné sur ce 
plan. 

Déterminer l'angle de deux droites données par leurs projec- 
tions cotées. — Si les droites ne se rencontrent pas, d'un point de 
Tune on mènera une parallèle à Tautre ; nous sommes alors conduits 
à chercher Tangle de deux droites qui se coupent. 

Soient {fig' i6) les droites ab, ac\ le point a est coté 8. En joi- 
gnant les points qui ont les mêmes cotes, nous avons les horizon- 
tales du plan qui contient ces deux droites. Traçons l'horizontale 5 ; 
par le point a menons un plan perpendiculaire à cette horizon- 
tale 5; il est représenté par la perpendiculaire abaissée du point a 
sur l'horizontale 5. Ce plan auxiliaire rencontre le plan des deux 
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droites suivant une ligne ad\ le point d est coté 5. Nous allons 
chercher la longueur de ad^ afin d'arriver, comme dans la méthode 
des projections orthogonales, à Tangle des deux droites. 

Pour cela nous allons faire tourner le plan vertical ad autour de 
son horizontale 5. Le point a vient se rabattre en a! à une distance 
aa! égale à trois unités de l'échelle du dessin ; la longueur du seg- 
ment a'd est la longueur du segment compris entre le point a de 
l'espace et le point d. Si maintenant nous rabattons le plan des deux 
droites sur le plan horizontal coté 5, en le faisant tourner autour de 
son horizontale 5 qui est la droite ic, le point a vient en ax sur la 
droite ad à une distance du point d égale à da'. Les droites sont 
alors rabattues suivant les lignes que l'on obtient en joignant le 
point ai aux points b et c qui sont cotés 5 sur chacune des droites 
et qui n'ont pas changé de position. Les droites «i i, a^ c compren- 
nent entre elles l'angle demandé. 

Trousser l'angle de deux plans. — Les plans sont donnés par 
leurs échelles de pente. 
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Commençons par déterminer la droite d'intersection des deux 
plans, problème que nous avons résolu tout à l'heure : ab est la 
projection de cette ligne d'intersection [fig* 17). 

Coupons les deux plans par un plan auxiliaire perpendiculaire à 
leur intersection. L'horizontale de ce plan est alors dirigée perpen- 
diculairement à la projection de ab\ pour tracer l'horizontale de ce 
plan auxiliaire coté 3, nous n'avons donc qu'à prendre une perpen- 
diculaire à la ligne ab. Cette horizontale cotée 3 rencontre l'hori- 
zontale cotée 3 de l'un des plans au point met l'horizontale cotée 3 
de l'autre plan au point /i. Le plan auxiliaire dont nous venons de 
tracer l'horizontale 3 coupe le plan vertical qui projette l'intersec- 
iîon ab suivant une droite qui est perpendiculaire à mn et à ab. Nous 

Fi0. 17. 




allons chercher la longueur de cette perpendiculaire commune, afin 
de construire le triangle qui a pourbasemw, pour hauteur cette per- 
pendiculaire, et dont l'angle au sommet n'est autre chose que l'angle 
des deux plans, puisque les côtés de ce triangle sont les intersec- 
lions des plans donnés avec le plan auxiliaire perpendiculaire à ab. 
Pour déterminer la hauteur de ce triangle, faisons tourner le plan 
vertical ab autour de l'horizontale 3 de ce plan, horizontale 3 qui 
passe par le pointa, jusqu'à ce que ce plan soit parallèle au plan de 
comparaison. Après la rotation, le point b de l'espace, qui est 
coté 6, vient en un point i| à une dislance du point b égale à 6 
moins 3, c'est-à-dire à trois unités de l'échelle du dessin. La droite 
d'intersection des deux plans est alors rabattue suivant ab^, et la 
hauteur du triangle dont nous avons parlé tout à l'heure est rabat- 
tue en cd' suivant la perpendiculaire abaissée du point c sur cette 
droite ab^. Si maintenant nous faisons tourner le triangle qui a 
pour base rnn autour de mn de façon à Tamener à coïncider avec le 
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plan horizontal coté 3 , le sommet de ce triangle, qui est sur la 
droite d'intersection des plans donnés, et dont la distance au pointe 
est égale à cd\ viendra se rabattre au point rf< obtenu en prenant un 
segment cc/f égal à cd/» Les points metn n'ont pas changé de posi- 
tion ; il suflit donc de joindre le point m et le point n au point d^ ; 
l'angle des deux droites mdi y nd^ est égal à l'angle des deux plans 
qu'il fallait déterminer. 

Plan tangent à un cône. — Problème d'ombre. — Au moyen des 
problèmes élémentaires que nous venons de résoudre, on peut trai- 
ter les questions relatives aux ombres, chercher les intersections des 
surfaces, mener des plans tangents aux cylindres et aux cônes, etc. 

Fig. i8. 
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Nous prendrons pour exemple le problème suivant : 

On demande l'ombre portée par un cône sur le plan de sa hase. 

Le cône est donné {fig> i8) par sa projection; la base est sur un 
plan donné par son échelle de pente, et le rayon lumineux esl 
donné par sa projection R, sur laquelle sont indiqués l'intervalle et 
le sens dans lequel on doit marcher pour se rapprocher du plan de 
comparaison. 

Pour résoudre le problème , nous devons mener des plans tan- 
gents au cône, parallèlement au rayon lumineux; pour cela nous 
allons prendre la parallèle au rayon lumineux menée par le som- 
met s du cône, chercher le point de rencontre de cette droite avec 
le plan de la base, et, par ce point, mener des tangentes à la base. 
Ces droites limiteront l'ombre j)ortéedu cône sur le plan de sa base. 
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Ainsi y par le point lo nous menons une parallèle au rayon lumi- 
neux ; il est facile de graduer cette droite en portant Tintervalle qui 
est donné sur la projection du rayon lumineux. Nous cherchons 
maintenant en quel point cette parallèle rencontre le plan de la 
base : pour cela, par le point 5 nous menons une droite dirigée 
de façon à avoir, dans Fétendue de la feuille du dessin, le point où 
elle rencontre l'horizontale à même cote du plan ; par le point y 
nous traçons une parallèle à cette droite auxiliaire, et nous pre- 
nons également son point de rencontre avec l'horizontale 7 du 
plan. Nous joignons les deux points ainsi obtenus par une ligne qui 
détermine le point de rencontre 5| de la parallèle au rayon lumi- 
neux 5^1 avec le plan de la base. Le point 5| est l'ombre portée par 
le sommet du cône sur le plan de la base. Les tangentes menées 
du point 5{ à la base du cône limitent l'ombre portée par ce corps, 
et, si nous joignons le sommet s aux points de contact de ces tan- 
gentes, nous obtenons sur le cône les lignes de séparation d'ombre 
et de lumière. 
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PERSPECTIVE LIIÉAIBE GOIIttUE. 

PERSPECTIVE D'UN POINT. 

Définitions et notions générales. — Perspective d'un point du çéométral, le tableau 

et le géométral étant à la même échelle. 



Définitions et notions générales. — La perspective linéaire a 
pour but de représenter sur une surface, à Taide de lignes, une 
figure qui offre l'apparence d'un objet de Tespace. 

Pour déterminer cette perspective, l'objet étant placé, par rap- 
port à l'observateur, derrière la surface sur laquelle on veut faire 
le dessin, on imagine des rayons visuels partant de l'œil de l'obser- 
vateur et aboutissant à tous les points de l'objet à représenter. Sur 
cette surface, on prend les traces de ces rayons visuels : en réunis- 
sant convenablement ces traces par des lignes , on obtient une 
perspeclwe linéaire. 

Il faut bien remarquer qu'une figure perspective peut être 
considérée comme la perspective d'une infinité d'objets, puisque, 
pour chaque rayon visuel, un point quelconque de ce rayon serait 
représenté par la même trace de ce rayon sur la surface sur laquelle 
on prend la perspective. Une perspective n'est donc pas suflisante 
pour déterminer les objets de l'espace. 

Nous n'avons conscience du relief d'un objet que parce que nous 
regardons celui-ci avec les deux yeux. Il suffit, pour le démontrer, 
d'employer un stéréoscope. A l'aide de cet instrument, on arrive à 
voir un objet en relief en regardant deux images différentes qui 
ont été obtenues en supposant Tobjet vu séparément avec chacun 
des deux yeux. 

Nous chercherons la figure perspective sur une surface plane ver- 
ticale. On donne alors au plan sur lequel est tracée la perspective 



PERSPECTIVE D UN POINT. 29 

le nom de tableau, et le point d*où partent les rayons visuels porte 
le nom d W/ ou de point de vue. 

Établissons un parallèle entre ce que nous avons dit à propos des 
ombres et ce qui se passe à propos de la perspective. Pour cela 
supposons que Tceil soit remplacé par un point lumineux. Une droite 
qui tout à rheure était un rayon visuel partant de l'œil est mainte- 
nant un rayon lumineux; les parties vues parFœil sont maintenant 
les parties éclairées par ce point lumineux, et les rayons visuels qui 
renferment tous les rayons permettant de voir l'objet sont rempla- 
cés par les rayons lumineux dont l'ensemble forme ce que nous 
avons appelé le cône d'ombre. Ce cône prend en perspective le 
nom de cône perspectif. La ligne de séparation d'ombre et de lu- 
mière devient la ligne de perspective ou de contour apparent. 

Fig. 19. 




Il y a une différence entre la figure obtenue à propos des onibres 
et la figure perspective. 

Si, par exemple, on trace la perspective d'un cube, on aura- une 
figure telle que A (/ïg^. 19); si l'on remplace l'œil par un point lu- 
mineux, on n'aura plus que A'. La différence consiste en ce que 
la figure représentant l'ombre du cube est un simple contour, tandis 
que la figure perspective, limitée à un contour analogue à celui-ci, 
renferme, en outre, des points à l'intérieur de ce contour. 

Les rayons visuels partant de l'œil forment, en s'appuyant sur 
les lignes de la figure, des surfaces coniques : c'est pourquoi la 
perspective linéaire que nous allons étudier s'appelle perspectis^e 
conique. 

Nous avons déjà dit que la perspective d'un point est la trace sur 
le tableau du rayon visuel qui passe par ce point. II résulte immé- 
diatement de là que la perspectiv^e d'une droite est une droite. 

Le plan qui contient les rayons visuels s'appuyant sur la droite 
dont on cherche la perspective porte le nom de plan perspectif. 

Parmi les rayons visuels qui s'appuient sur la droite, considérons 
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celui qui passe par le point à l'infini , c'est-à-dire celui qui est 
parallèle à la droite donnée. Il rencontre le plan du tableau en un 
certain point. Ce point, qui est la perspective du point à Tinfini 
sur la droite, est appelé le point de fuite de la droite. 

Des droites parallèles entre elles dans l'espace ont pour perspec- 
tives des lignes convergentes en un même point, qui est le point 
de fuite commun à toutes ces droites. 

Des droites parallèles entre elles et parallèles au plan du tableau 
ont pour perspectives des droites parallèles entre elles. Ces droites 
parallèles au plan du tableau sont des droites de front. En géné- 
ral, une .figure plane, dont le plan est parallèle au plan du ta- 
bleau, est une Jigut*e de front. 

Le tableau étant toujours supposé placé verticalement, des ver- 
ticales ont pour perspectives des droites verticales. 

Comment doivent être placées des droites dans l'espace pour 
que leurs perspectives soient parallèles entre elles ? — Par l'œil 
et par chacune des droites tracées sur le tableau faisons passer un 
plan. Ces plans sont les plans perspectifs des droites de l'espace. 
Puisqu'ils passent par des droites parallèles entre elles et par l'œil, 
tous ces plans vont se couper suivant une parallèle au tableau 
menée par l'œil. Les droites de l'espace qui sont respectivement 
dans chacun de ces plans rencontrent alors cette droite de front, 
et c'est là la propriété dont elles jouissent. 

On voit aussi tout de suite que, lorsque des droites dans l'espace 
rencontrent une droite de front passant par l'œil, ces droites ont 
pour perspectives des lignes parallèles entre elles. 

Si, en outre, les droites de l'espace, dont les perspectives sont 
parallèles entre elles, doivent passer par un même point, on voit 
que ce point doit être dans le plan de front passant par l'œil. 

Considérons maintenant un plan. Le lieu des points de fuite de 
toutes les droites qu'on peut tracer sur le plan est la trace, sur le 
plan du tableau, du plan mené par Tœil parallèlement au plan 
donné. Cette trace porte le nom de ligne de fuite, et nous voyons 
ainsi que la ligne de fuite d'un plan contient tous les points de 
fuite des droites que l'on peut tracer sur ce plan. 

Nous pouvons dire aussi que la ligne de fuite est la perspective 
d'une droite à l'infini sur le plan. 

Des plans parallèles entre eux ont même ligne de fuite. 
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Des plans horizontaux ont pour ligne de fuite une droite que 
Ton désigne sous le nom de ligne d'horizon ou simplement d'Ao- 
rizon. 

Le plan horizontal qui passe par Tœil porte le nom de plan 
d'horizon» 
La ligne de fuite d'un plan vertical est unie verticale. 
La perspective d'une courbe est la trace sur le plan du tableau du 
cône perspectif de cette courbe. En faisant usage de ce cône 
perspectif, on démontre immédiatement qu'une courbe et sa tan- 
gente ont pour perspectives une courbe et sa tangente, à la condi- 
tion que la tangente de la courbe donnée ne passe pas par l'œil, car 
dans ce cas particulier la tangente de la courbe donnée n'a pour 
perspective qu'un seul point. Nous reparlerons plus loin de ce cas 
particulier. 

Une figure de front a pour perspective une figure qui lui esl 
semblable. Le rapport de réduction de la figure donnée à sa figure 
perspective dépend de la position du plan de front par rapport au 
tableau et de l'œil par rapport au tableau. 

La perspective d'une figure change [seulement de dimensions 
quand on transporte le tableau parallèlement à lui-même. 

Nous supposerons que les objets à mettre en perspective sont 
donnés par leurs projections, plan et élévation. Nous décompose- 
rons la recherche de la perspective en deux parties : nous cherche- 
rons d'abord la perspective du plan, puis nous achèverons en dé- 
terminant la perspective de l'élévation. 

On donne, en perspective, le nom de géomélral au plan sur 
lequel est tracée la projection horizontale. La trace du géométral 
sur le plan du tableau porte le nom de ligne de terre. 

Soient ABla ligne de terre {fig* 20) et O la position de l'œil. 
Menons par le point O un plan horizontal ; ce plan rencontre le 
plan du tableau (T) suivant la droite HH', qui est la ligne d'hori- 
zon. Le problème de la perspective du plan consiste à joindre le 
point O aux différents points du géométral et à prendre les traces 
de ces droites sur le plan du tableau. 

On pourrait considérer ce problème comme étant un problème 
de Géométrie descriptive ; en prenant le tableau comme plan verti- 
cal de projection, on aurait alors simplement à construire des 
traces de droites. Mais si l'on opérait ainsi, après avoir rabattu le 
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plan vertical du tableau sur le plan horizontal^ qui est le géométral, 
on aurait à la fois^ sur la même partie de la feuille du dessin, le 
géométral et la perspective ; il y aurait alors une grande complica- 
tion dans les tracés, puisqu'on aurait la superposition de deux 
figures. 

On opère différemment, et l'ensemble des tracés à l'aide des- 
quels on détermine sur le tableau la perspective d'un objet dont on 
connaît le géométral constitue le trait de perspective. 

Perspective d'un point du géométral, le tableau et le géométral 
étant à la môme échelle. — Nous allons commencer à faire con- 
naître le trait de perspective en exposant les tracés qui conduisent 
à la détermination de la perspective d'un point. 




m [fig* 20) estle point du géométral dont nous voulons déter- 
miner la perspective. Par le point m menons sur le géométral les 
deux droites mC, mE; par le point O, qui est l'œil^ et par cha- 
cune des droites mC, mE, faisons passer un plan. Ces plans 
rencontrent le plan (T) du tableau suivant des droites qui se 
coupent en un point M ^ ce point M est évidemment la trace sur le 
plan du tableau de la droite d'intersection des deux plans. M est 
donc la perspective du point m, et les droites ,MC, ME sont les 
perspectives des deux droites tracées sur le géométral à partir du 
point m. 

Nous devons donc, pour déterminer la perspective du point m, 
construire les perspectives de deux droites tracées sur le géométral 
par ce point w. 

Pour cela cherchons le point de fuite de chacune des droites. 
Par le point O menons une parallèle à la droite mC ; elle rencontre 
le tableau au point F sur la ligne d'horizon ; ce point F est k 
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point de fuîle de la droite mC. De même pour la droite mE : la 
parallèle menée par le point O à cette droite rencontre le plan du 
tableau en un point F' qui est le point de fuite de la droite m£. H 
suffit alors, sur le tableau, de joindre les points C, E respective- 
ment aux points F, F*, et Ton a deux droites qui se coupent au 
point M, perspective cherchée. 

Voilà l'explication faite sur \^Jig» 20, qui est une figure d'en- 
semble. 

Séparons maintenant chacune des parties de cette figure ; mettons 
d'un côté le géométral {Jig* ai) et de l'autre le tableau {Jig- aa). 
Nous allons indiquer alors quels sont les segments dont on mesu- 

Kig. ai. 
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reralcs longueurs sur le géométral pour les reporter sur le tableau, 
afin d'arriver à eflectuer les tracés sur ce tableau. 

Prenons d'abord le géométral (^fig- ai), en supposant qu'on ail 
projeté l'œil sur ce plan. 

i^cllf'Jig. 2 1 est la reproduction de la figure tracée sur le plan (G) 
de isL fig, 20; ABest la ligne de terre et le point o est la projection 
de l'œil. 

La position du point o par rapport à AB détermine un angle 
AoB, qu'on appelle angle optique. Pour obtenir une perspective 
convenable, cet angle ne doit être ni trop petit ni trop grand, et 
pour cela le point o ne doit être ni trop rapproché ni trop éloigné 
de AB. En général, le point one doit pas être à une distance deAB 
moindre que la largeur AB ni plus grande que trois fois cette lar- 

3 
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geur; c'est ce qu'on exprime en disant que Toeil ne doit pas être à 
une distance du tableau plus petite que la largeur de ce tableau ni 
plus grande que trois fois cette largeur. 

Soit, sur hijig, 31, la position m du point dont nous voulons la 
perspective. Nous traçons les deux droites mC, //lE et les paral- 
lèles ofj ofy menées par le point o, à chacune de ces droites. Les 
droites ofj of sont les projections sur le géométral des parallèles 
aux droites mC, //lE qui ont été menées par Toeil dans l'espace. 

Voilà les données sur le géométral, et les données, pour dé- 
terminer la perspective du point m, seront complètes si nous don- 
nons la hauteur de l'œil au-dessus de ce plan géométral. 

Proposons-nous maintenant de construire un tableau sur lequel 
doit figurer la perspective du point m de X'^fig, 1 1 . 

Traçons le cadre du tableau ^fig» aa), ayant soin de prendre le 
côté inférieur de ce cadre égal en longueur à AB de \dijig, ai. Pa- 
rallèlement à AB, et à une distance de AB égale à la hauteur de 
l'œil au-dessus du géométral, menons une parallèle à cette ligne 
de terre: nous obtenons la droite HH', qui est notre ligne d'hori- 
zon. 

hdijîg, 22 que nous allons tracer maintenant est notre tableau, 
notre figure perspective. Nous allons reproduire pour cela les tra- 
cés qui ont été indiqués tout à l'heure sur le plan (T) de la figure 
d'ensemble {/ig- ao). 

Prenons sur le géométral {/ig' ai) les longueurs des segments 
AC, AE, et portons-les sur la Jig. 22 à partir du point A: nous 
obtenons AG, AE. Prenons sur le géomélral des segments égaux à 
\J] Afy et portons-les sur le tableau à partir du point H sur la 
ligne HH': nous obtenons les points F, F'. Il sufQt maintenant de 
joindre {Jig- aa) le point C au point F et le point E au point F' 
pour avoir sur le tableau les perspectives des deux droites m G, 
mE du géométral : le point de rencontre M de ces deux droites est 
la perspective demandée. 

Pour obtenir cette perspective, nous avons fait usage de deux 
droites MG, ME, et nous avons employé les points de fuite cor- 
respondant à chacune de ces droites. La méthode suivie porte, à 
cause de cela, le nom de méthode des deux points de fuite. 

Un peu plus loin, nous nous servirons de cette méthode pour 
faire la perspective de certaines figures particulières. 
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Au lieu d'employer deux droites quelconques, imaginons que 
Tune d'elles ait une direction particulière. Supposons que l'on ait 
pris le segment CE^ {fig* ^0 ^S^ ^" segment Cm : la droite 
qui tout à l'heure était mE devient la droite mE'. Mais nous 
allons voir qu'il n'est pas nécessaire de tracer cette droite. Le point 
qui tout à l'heure était J' est maintenant un certain point d 
obtenu en portant fd =fo^ puisqu'il faudrait mener par le point o 
une parallèle à la droite mE'. Le triangle m CE' est isoscèle; il en 
est de même du triangle dfo. Le géométral est donc maintenant 
réduit au point m, dont on demande la perspective, et à la seule 
droite mC, qui est tracée. Nous avons mené par le point o la seule 
droite o^* parallèlement à mC. 

Reprenons le cadre du tableau {Jig' 22). La ligne de terre AB 
est toujours égale à la ligne de terre AB du géométral. 

Fig. 33. 
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Prenons sur isijig. aa, à partir du point A, un segment égal au 
segment AC du géométral : nous obtenons le point C. Portons éga- 
lement sur la ligne d'horizon, à partir du point H, un segment 
égal à AJde \difig. ai : nous obtenons le point F. Traçons CF: 
cette ligne est la perspective de la droite C m. 

A partir du point C de Xdijig. aa, portons sur la ligne de terre 
un segment CE' égal à la longueur mC de \dijig. ai : cette lon- 
gueur mC est ce qu'on appelle Y cloignement oblique du point m. 
Portons à partir du point F, sur la ligne d'horizon, un segment Frf 
égal au segmentyVf de i^Jig» a i , mais dans le sens inverse du sens 
dans lequel nous avons porté le segment CE': nous obtenons ainsi 
le point r/. Il nous suffît de joindre le point d au point E'pour avoir 
la perspective de la ligne mE' du géométral (que nous n'avons pas 
eu besoin de tracer). Le point de rencontre de cette droite avec la 
ligne CF est le point M, perspective du point m du géométral. 

I^e point d est le point de fuite de la droite mE' du géométral : 
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il est le point de fuite des droites, telles que mE', qui déterminent 
des segments égaux sur la ligne mC du géométral et sur une hori- 
zontale de front. Sinous menons une parallèle à AB (fig. ai), cette 
parallèle, la droite mC et la droite mE' déterminent un triangle 
isoscèle; c'est pourquoi Ton dit que le point d est le point de fuite 
des droites ayant la direction mE' qui déterminent des segments 
égaux sur des droites parallèles à mC et sur des horizontales de 
front. Ce point d porte le nom de point accidentel de distance 
relatif à la direction mC, et la méthode à laquelle nous sommes 
arrivés pour construire le point M est désignée sous le nom de 
méthode du point de distance. 

Nous venons d'expliquer sur \^jig> ai ce qui est relatif à ces 
triangles isoscèles formés par des droites parallèles à mC, par des 
horizontales de front et par des droites parallèles à mE'; nous pou- 
vons reproduire cette explication sur le tableau; cela va nous 
fournir l'occasion de faire connaître le langage employé habituel- 
lement en perspective. 

Si nous menons sur le tableau à partir du point d une droite 
[fis* ^^)» c^^^^ droite est la perspective d'une parallèle à mE'; si 
nous menons une parallèle à ÂB, cette droite est la perspective 
d'une horizontale de front. Nous obtiendrons ainsi un triangle 

i-a-3, et nous dirons que ce triangle est isoscèle, que le côté 1-2 

est égal au côté i-3. Cela n'est pas exact, si l'on considère la figure 
tracée sur le tableau; mais, en parlant ainsi, il est convenu qu'il 
s'agit de la figure de l'espace. Ainsi, en regardant sur le tableau le 

triangle i-a-3, nous dirons que le côté i-aest égal au côté i-3 : 

cela veut dire que le côté dont i-a est la perspective est égal au côté 

dont 1-3 est la perspective. 

Quand on montrera un point sur le tableau, il faudra donc, à 
moins d'indication contraire, se reporter à l'objet de l'espace. 

Nous avons porté l'éloignement oblique du point m dans un cer- 
tain sens CE', et, naturellement, le côté fd se trouve en sens in- 
verse. Si nous avions changé le sens dans lequel nous avons porté 
d'abord le segment CE', nous aurions trouvé dans le sens opposé un 
autre point que le point d. Nous voyons ainsi qu'il y a deux points 
de distance correspondant à une même direction. On emploie le 
point de distance qui se trouve le plus rapproché du cadre du 
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tableau. Sur \^Jig. 22 nous aurions Tautre point de distance en 
portant à partir du point F la longueur F^ en sens opposé; nous 
obtiendrions ainsi un point qui serait éloigné du cadre du tableau. 

Si, au lieu d'employer {fig» 21) une droite quelconque mC, 
nous prenons une perpendiculaire à AB, le point de fuite corres- 
pondant porte le nom de point principal défaite et le point de 
distance correspondant est le point principal de distance ou le 
^)oint de la distance principale. Dans ce cas particulier, la lon- 
gueur qu'il faut porter pour avoir ce point de la distance principale 
n'est autre chose que la distance de l'œil au plan du tableau. 

Lorsqu'on donne ce point principal de fuite et ce point de la 
distance principale, on a ce que l'on appelle les points principaux 
de fuite et de distance. 

Remarquons que nous n'avons déterminé la perspective du 
point m que lorsque le tableau et le géométrai sont à la même 
échelle. Nous verrons, en cherchant la perspective d'une figure 
plane, comment on modifie les tracés lorsque le tableau est à une 
échelle différente de l'échelle du géométrai. 

Cette Leçon est très-simple et il semble qu'il ne soit pas néces- 
saire de l'étudier. Cependant, comme elle renferme pour ainsi 
dire toute la perspective, il est très-essentiel de se familiariser avec 
les tracés qu'elle fait connaître, pour arriver à les reproduire ma- 
chinalement et sans avoir besoin de réfléchir. 
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Nous allons reprendre les tracés auxquels nous sommes arrivés, 
cty au moyen d'une remarque très-simple, Il nous sera facile d'ob- 

Fig. 23. 

y/ 
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tenir les constructions que l'on doit employer lorsque le tableau 
est à une échelle différente de Téchelle du géométral. 

Reprenons \^Jig» 22. A partir du point F, prenons sur la ligne 
d'horizon un point que nous appellerons jrf, et qui est l'extrémité 
d'un segmentégalau tiers deFrf;de même, àpartir du point C, sur 
la ligne de terre, portons une longueur égale au tiers du segment 
CE'. Joignons le point ainsi obtenu sur CE' au point \di il est bien 
évident que cette droite passe par le point M. 
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Celle remarque 1res -simple permet, lorsqu'on amplifie le ta- 
bleau, de ne pas amplifier les éloignements à porter sur la ligne de 
terre, en ayant soin de ne pas amplifier non plus Téloignement 
oblique de Tœil par rapport au tableau. 

Cela posé, cherchons la perspective d'une figure plane, en sup- 
posant le tableau à une échelle trois fois plus grande que l'échelle 
du géométral. 

Perspective d'un trapèze. — Prenons, comme exemple, le tra- 
pèze mnrs qui est donné sur le géomélral {fig» 23). 

Prolongeons les côtés parallèles jusqu'à la ligne de terre : nous 
obtenons ainsi les points e, g. Menons à partir de l'œil une paral- 
lèle of aux côtés parallèles m^, m. Par le point A menons aussi 
la parallèle Kj aux côtés parallèles du trapèze ; puis, par les som- 
mets du trapèze, menons des parallèles à la ligne de terre, c'est- 
à-dire des droites de front. Ces droites rencontrent A^ aux points 

1,2,3,4. 

Fîg. a}. 




Prenons maintenant (Jig» ^4) un tableau trois fois plus grand 
que le géométral. AB est alors égal à trois fois AB du géométral. 
A partir de A portons AH égal à trois fois la hauteur donnée de 
l'œil au-dessus du géométral; traçons la ligne d'horizon HH'. A 
partir du point II', et sur cette ligne d'horizon, prenons un segment 
égal à trois fois la longueur By'de Idi fi g. 23 : nous obtenons le 
point F, qui est le point de fuite des droites parallèles à la direc- 
tion ms du géométral. En joignant A à F, nous avons la perspective 
de la ligne Ay, 

Il résulte de cette construction que FH est égal à 3yA du géomé- 
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Irai. Si alors nous portons, à partir du point F, le segmentyAsur 
la ligne d'horizon, et si par rexlrémité de ce segment nous me- 
nons une parallèle à HA, cette droite rencontrera FA en un point 
A' tel que FA =3 FA'. 

Par le point A' menons une parallèle à la droite AB. Il résulte de 
cette construction que, si le tableau n'avait pas été amplifié, le 
cadre du tableau ne serait pas en AB : il serait sur la droite que 
nous venons de tracer à partir du point A'. Pour avoir la perspec- 
tive de la ligne esj nous n'avons alors qu'à porter à partir du 
point A' un segment AV égal à Aedu géométral, puis à joindre le 
point F au point e/. La droite Fe^ rencontre AB au point E. On 
voit que la marche que nous venons de suivre évite de porter à par- 
tir de A trois fois le segment Ae pour obtenir le point E ; nous 
avons simplement porté le segment Ae lui-même sur la droite que 
nous venons de tracer à partir de A'. 

Opérons de môme pour le côté r/i. A partir de Apportons un seg- 
ment égal au segment Ag^: nous obtenons le point ^, Joignons le 
point F au point ^: la droite ¥ g' est la perspective de la ligne gr. 

Pour déterminer la perspective des sommets du trapèze, nous 
allons chercher les perspectives des points 1,2, 3, 4* Pour cela, 
nous appliquerons une bande de papier le long de Kj et nous re- 
lèverons sur cette bande de papier les points A, 1 , 2 , 3 et'4 , puis nous 
reporterons simultanément tous ces points à partir du point A sur 
la ligne de terre AB du tableau. 

Dans le sens opposé à celui où nous avons porté ces segments, 
portons à partir du point F, sur la ligne d'horizon, une longueur 
égale à fo ; nous indiquerons l'extrémité de ce segment par \d. 
Joignons le point \d aux points que nous venons de marquer sur 
AB; ces droites rencontrent AF aux points 1', 2', 3', 4'> q^î sont les 
perspectives des points i, 2, 3, 4 du géométral. En menant par ces 
points 1', 2', 3', 4' des droites de front, il suffit de prendre les inter- 
sections de ces droites avec les lignes Fe', ¥ ^ pour avoir les 
points M, N, R, S, qui sont les perspectives des sommets du trapèze. 

En joignant maintenant ces points on a la perspective du tra- 
pèze mnrs. 

Échelle des éloignements. — La droite AF, qui est la perspec- 
tive de la ligne kj sur laquelle nous avons rapporté les différents 
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points de la figure pour mesurer les éloignements obliques, porte 
le nom à^échelle Hes éloignements. 

Échelle des largeurs. — La droite AV^, sur laquelle nous avons 
porté des segments égaux aux segments comptés sur la ligne de 
terre AB du géométral, s'appelle échelle des largeurs. 

On peut remarquer que la droite A' g' est la perspective d'une 
horizontale de front qui jouit de cette propriété : la réduction par 
la perspective de la longueur d'un segment de cette droite se trouve 
compensée par l'amplification du tableau. 

Perspective d'une ligne courbe. — Les constructions que nous 
venons d'indiquer en prenant comme exemple un trapèze per- 
mettent évidemment de trouver la perspective d'une figure quel- 
conque. S'il s'agit d'une courbe, on peut chercher les perspectives 
des différents points de cette courbe, et, en réunissant convenable- 
ment ces perspectives, on a la perspective de la courbe. La per- 
spective d'une tangente à la courbe, comme nous l'avons déjà fait 
remarquer, est une tangente à la perspective de cette courbe. 

Craticuler. — Lorsque Ton a à déterminer la perspective d'une 
ligne sinueuse simplement tracée et sans définition géométrique, 
on établit un quadrillage formé par des droites de front et des pa- 
rallèles à une certaine direction ; on cherche la perspective de 
toutes ces droites et l'on relève à vue sur le tableau la perspective 
de la ligne sinueuse, en tenant compte de la position des points de 
rencontre de cette ligne avec les lignes qui forment le quadrillage. 
Cela s'appelle craticuler. 

Perspective d'une circonférence de cercle. — Si la courbe, 
à déterminer en perspective, a une définition géométrique qui 
permette de la construire par points, on peut opérer directement. 
Nous allons , comme exemple , chercher la perspective d'une 
circonférence de cercle décrite sur une horizontale de front. On 
donne [Jig* aS ) le point principal de fuite P et le point principal de 
distance D; le diamètre de la circonférence est le segment de 
front MN. En prenant le point O, milieu du segment MN, nous 
avons la perspective du centre de cette circonférence; enjoignant 
le point P au point O, nous avons la perspective du diamètre per- 
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pendiculaîre à MN, puisque le point P est le point principal de 
fuite, c'est-à-dire le point de fuite des droites perpendiculaires au 
plan du tableau. Joignons le point D au point N; cette droite T>^ 
rencontre OP au point C et nous avons OC = ON, car le point D 
est le point de fuite *des droites qui déterminent des segments 
égaux sur des perpendiculaires au tableau telles que OP et sur 
des horizontales de front telles que ON. Le point G est donc un 
point de la circonférence de cercle décrite sur MN comme dia- 
mètre. 

Pour déterminer un point quelconque de cette circonférence, 
nous effectuerons les tracés suivants. Joignons le point M au 
point C; par le point P menons une droite quelconque qui ren- 
contre les deux droites CN, CM aux points G et L. Joignons le 

Fig. j't. 
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point G au point M, le point L au point N; le point de rencontre I 
de ces deux droites est la perspective d'un point de la circonférence. 
En faisant varier la droite PL, nous obtiendrons autant de points 
que nous voudrons de la perspective de la circonférence. 

Pour démontrer que le point I appartient à la perspective de cette 
circonférence, considérons le triangle MNL. Dans ce triangle, nous 
avons deux hauteurs: Tune est la droite NC, car l'angle en C est droit, 
le point C étant un point de la circonférence ; l'autre hauteur est LG, 
puisque toute droite partant du point Pestla perspective d'une ligne 
perpendiculaire à MN. Le point G, point de rencontre de ces deux 
hauteurs, est dès lors le point de rencontre des trois hauteurs du 
triangle : la droite MG est alors perpendiculaire sur LN, et le point I 
appartient à la circonférence décrite sur MN comme diamètre. 

Prenons la perspective T du point qui, dans l'espace, est le mi- 
lieu du segment LG ; joignons le point T et le point O au point L 
Les deux triangles MIN, LIG sont semblables comme ayant leurs 
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cotés respectivement perpendiculaires ; ils sont tous deux rectangles 
en I. Il en résulte que la droite 10, qui joint le sommet de Tangle 
«Iroit I au point O, milieu de Thypoténuse, est homologue de la 
droite qui joint le point I au point T, milieu de l'hypoténuse LG; 
la droite IT est alors perpendiculaire à la droite lO. Puisque IT 
est perpendiculaire à l'extrémité du rayon lO, cette droite est la 
tangente en I à la perspective de la circonférence. 

Si, au lieu de considérer le point I, nous avions pris le point C, 
nous aurions trouvé, de la même manière, que la droite CT est 
tangente en C à la circonférence. Mais nous connaissons la tan- 
gente en C : c'est une parallèle à MN, puisque le rayon GO est 
perpendiculaire àMN; nous aurons donc le point T en menant 
par le point G une parallèle à MN; cette parallèle rencontre la 




<iroite PL au point T, et la tangente au point I est la ligne qui 
joint ce point T au point I. Nous avons ainsi une construction qui 
nous donne à la fois les points de la perpective de la courbe et les 
tangentes en ces points à cette perspective. 

La figure que nous venons de tracer directement sur le tableau 
est la perspective de \dijig. 26, qui permet d'apercevoir tout de 
suite la relation de position des différentes lignes sans les modi- 
fications introduites par la perspective. La droite Ig, qui corres- 
pond à LG, est perpendiculaire à m/i; nous avons le triangle //n/i, 
dont les hauteurs sont /ic, Ig et mi. Enfin la droite et, parallèle 
à rnuy donne le point t qui est bien ici le milieu de lg\ la droite ^i 
est la tangente en / à la circonférence décrite sur mn comme dia- 
mètre. 

Méthode des deux points de fuite : perspective d'un parquet. — 
Revenons à la méthode des deux points de fuite et montrons un 
exemple où cette méthode peut être utilement employée. 



i4 PRBMIliRG PARTrE. — Ql'ATHIIfllU LEÇON. 

On demande la perspective d'un parquet formé d'une suite 
d'hexagones (ftg. -xy). 

Les sommets de ces hexagones sont situés sur des droites paral- 
lèles entre elles qui rencontrent AB aux points i,3,3,4rSi les 
segments compris entre ces points sont des segments égaux entre 
eux. Ces sommets peuvent être considérés aussi comme se trouvant 
sur des parallèles qui rencontrent AB aux points m,n,p,q,r; on 
a alternativement des segments égaux entre eux : iim = pq, 
np = qr. 

Par le point o menons les droites of, o/" parallèlement à cliacunc 

Fin. »:. 




des directions des lignes que nous venons de tracer : nous obtenons 
les pointsy et_/*. En employant ces deux points de fuite, nous 
allons déterminer la perspective du parquet. 

Prenons (Jîg- ^8 ) un tableau à une échelle triple de l'échelle du 
géométral. A partir du point H, nous portons sur la ligne d'hori- 
zon un segment égal à trois fois Xf : nous obtenons le point F'. De 
même, à partir du point H' nous portons un segment égal à trois 
fois hf: nous avons le point F. Joignons le point F au point A et 
déterminons comme tout à l'heure le point A' par lequel passe 
l'échelle des laideurs; à partir du point A', portons des segments 
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égaux aux segments A-i, 1-2, 2-3, ...; joignons les points ainsi 
obtenus sur l^échelle des largeurs au point F : nous avons des droites 
qui sont les perspectives des lignes parallèles entre elles qui ont 
donné les points i, 2, 3, 4 sur la ligne AB du géométral. 

Faisons de même pour les parallèles m, n, p, q, r. Joignons le 
point F^ au point B : nous obtenons sur l'échelle des largeurs le 
point Bfy qui correspond au point B du géométral. A partir du 
point B', portons sur l'échelle des largeurs des segments égaux à 
B5, 5/*, /v/, qp et ainsi de suite; joignons, par des droites allant au 
point F', les points ainsi obtenus. Ces lignes sont les perspectives 
des parallèles qui passent par les points 5, r, q, p, /i, m ; elles ren- 
contrent les premières en des points qui sont les perspeclives des 

Fig. 28. 
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sommets de l'hexagone ; il suffit alors de joindre convenablement 
ces points pour avoir la perspective du parquet. 



Points en dehors du cadre du tableau. — Nous allons terminer 
ce qui est relatif à la perpective du plan en indiquant les construc- 
ti(ms qui permettent de tracer des lignes passant par des points 
situés en dehors du cadre et trop éloignés pour être employés di- 
rectement. 

Nous donnerons une série de constructions, mais on peut en 
employer beaucoup d'autres suivant les circonstances. 

Soient (y/g". 29) les droites A, A', B, B'. La droite A rencontre 
la droite A' en un point en dehors du cadre et très-éloigné ; il en est 
de même du point de rencontre des droites B et B' : on demande 
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de tracer la ligne qui passe par le point de rencontre de A ai^ec 
\' et par le point de rencontre de B avec ff . 

Appelons C le point de rencontre de A et de B, G le point de 
rencontre de A' et de B'. Traçons la droite CG et prenons, à partir 
de C. le tiers du segment CG : nous obtenons le segment CH. Par 
le point II menons une parallèle à A' et une parallèle à B' : nous 




E 



obtenons ainsi le point a et le point b. La droite ab rencontre CG 
au point e: il suflit de prendre trois fois la longueur de Ce pour 
avoir le point E : la parallèle à ab menée par le point E est la droite 
cherchée. 

On voit que nous avons réduit, pour ainsi dire, les dimensions 

e la figure de façon à avoir des points de rencontre a, b dans Tin- 

téricur du cadre : puis nous avons amplifié, dans le rapport inverse 

de la première réduction, de manière à avoir la droite demandée 

dans la position qu'elle doit occuper. 
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On a deux droites \y B {Jig* 3o) tjui se rencontrent en un point 
trop éloigné pour pouvoir étrecmploy é, et sur une droite des points 
1 , 2, ... ; on demande de mener des droites par ces points et par 
le point de rencontre de A et de ïi. 

Joignons les points donnés ainsi que le point m à un point 
quelconque i de la droite B cl menons la parallèle mfn' à #ti/i. 
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Celle droile renconlre les lignes que nous venons de Iracer aux 
poinls m'y i', a', .... Transporlons mainlenanl celle droile parallè- 
lemenl à elle-même dans la direclion de B. Le poinl nJ vienl sur A 
en/n^au poinloù celle droile esl renconlrée par la droile m W menée 
parallèlemenlàB.Parm^menonsuneparallèleàm'/z': nous oblenons 
la droile m"/i" sur laquelle nous rapporlons ,les poinls i', a', ..., en 
i", a'', . . . , el il sulïîl évidemmenl de joindre les poinls i , a, . . . aux 
poinls ainsi oblenus pour avoir les droiles demandées. 

On esl conduil quelquefois à une solulion en faisanl usage d'une 
propriélé des lignes représenlées sur le lableau. 

Prenons un exemple : on a {fig- 3i) une droile de fronl MN, sur 
laquelle il y a les poinls i, a, 3; une droile NN'' passe par le 
poinl N el renconlre la ligne d'horizon en un poinl Irop éloigné 

Fig. 3i. 
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du cadre pour pouvoir êlre employé : on demande de tracer les 
droites partant des points M , i , a, 3, ef aboutissant au point, en 
dehors du cadre, oà NW rencontre la ligne d'horizon. 

Traçons une horizonlale de fronl el joignons les poinls M, i, a, 
3,N à un poinl F de la ligne d'horizon : nous oblenons les poinls 
M', i', a', 3', N'. Porlons les segmenls compris cnlre ces poinls, à 
parlir du poinl N'\ où Thorizonlale de fronl que nous venons de 
mener renconlre la droile donnée qui passe par le poinl N : nous 
oblenons les poinls 3'', a", i". M''. Les lignes qui joignenlces poinls 
aux poinls donnés sonl les droiles demandées. Les droiles qui 
aboulissenl au poinl F sonl, dans l'espace, des droiles parallèles 
enlrc elles; les segmenls M'-i', l'-a', ..., qu'elles inlerceplenl sur 
Thorizonlale de fronl que nous avons Iracée, sonl égaux aux seg- 
menls M-i, 1-3, a-3, puisque ce sonl des segmenls inlerceplés par 
des parallèles sur deux parallèles. En porlanl ces segmenls sur 
rhorizonlale de fronl, nous avons les segmenls qu'inlercepleraienl 
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les lignes demandées^ qui, dans Tespace, doivent être parallèles 
entre elles. Par conséquent, nous avons résolu le problème en fai- 
sant usage de la propriété, que possèdent des lignes convergentes 
en un même point de la ligne d*horizon, d'être les perspectives de 
lignes de l'espace parallèles en Ire elles. 

Mener par un point M une droite passant par l'intersection de 
deux droites A, B dont le point de rencontre est trop éloigné. 

Du point donné abaissons une perpendiculaire sur chacune des 
droites; ces perpendiculaires donnent sur A et B les points a et b. 
La droite demandée est la perpendiculaire abaissée du point M sur 
la droite ab. On fait ainsi tout simplement usage de la propriété 
des hauteurs d'un triangle de passer par un même point. 

Voici une autre solution du même problème. 

Fig. 33. 




Supposons qu'il s'agisse de deux droites du géométral. Par le 
pointM (yîg^. 32) menons deux droites qui coupent la ligne d'horizon 
aux points Q et R. Ces droites rencontrent les deux lignes don- 
nées A, B, l'une au point 1, l'autre au point 2. Menons la ligne 1-2, 
qui rencontre la ligne d'horizon au point S. Par le point S traçons 
une droite quelconque qui coupe les droites A, B, l'une en 1', l'autre 
en 2'; joignons R à i' et Q à 2' : ces deux dernières droites se cou- 
pent au point M' et la ligne MM' est la droite demandée. 

Cela tient à ce que, sur le géométral, les deux triangles M-1-2, 
M'-i'-2' olit leurs côtés respectivement parallèles, puisque les per- 
spectives de ces cotés se rencontrent en des points situés sur la 
ligne d'horizon. 

La figure que nous obtenons ainsi conduit à celte proposition 
de Géométrie : 

Si les côtés correspondants de deux triangles se coupent en des 
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points situés sur une même droite, les sommets de ces triangles 
sont sur des droites convergentes en un même point» 

Ou, réciproquement : 

Si les sommets de deux triangles sont sur des droites conv^er- 
gentes en un même point, les points de rencontre des côtés corres- 
pondants sont en ligne droite. 

Ces deux triangles, dont les sommets sont ainsi placés sur des 
droites convergentes, sont des triangles homo logiques. 

En général, lorsque sur un plan deux figures se correspondent 
point par point et droite par droite, de façon que les points corres- 
pondants soient sur des droites convergentes en un même point i, 
et que les droites correspondantes se rencontrent sur une même 
droite D, ces deux figures sont homologiques. 

Le point i est le centre d'homologie, et la droite D est VxJtxe 
d'homologie. 

La théorie des /ig'M/'e^ homologiques est due àTillustrc géomètre 
Poncelet (*). 



(*) Traité des propriétés projectiles des figures, a* édition, p. i54. 
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Échelle des hauteurs. — Extension des constructions de la perspective. — Perspective 
d'arcades. — Abaissement du géoniétrul. — Suite de la recherche de la perspective 
des arcades. 



Échelle des hauteurs. — Nous avons vu que réchellc des lar- 
geurs était la perspective d'une horizontale de front telle, qu'un 
segment de cette horizontale a pour perspective un segment qui lui 
est égal. Cette propriété de l'échelle des largeurs est vraie pour une 

Fig. 33. 
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droite quelconque du plan de front qui contient l'horizontale dont 
la perspective est l'échelle des largeurs. Il est facile d'en voir la 
raison. 

Décrivons, sur ce plan de front dans l'espace, une circonférence 
de cercle dont le centre soit sur Thorizontale qui a pour perspec- 
tive l'échelle des largeurs ; la perspective de cette circonférence 
est une circonférence, puisque la ligne de l'espace est tracée sur 
un plan de front, et nous voyons alors qu'un rayon de direc- 
tion quelconque a pour perspective un segment qui lui est égal, 
puisque cela est vrai pour le rayon compté sur l'échelle des lar- 
geurs. 

Cherchons, d'après cela, la perspective d'un point situé à une 
hauteur donnée au-dessus du géométral. 

M est (Jig. 33) la perspective de la projection du point donné sur 
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le géométral. Le point de l'espace que nous cherchons se trouve 
sur la verticale menée à partir du point M et à une hauteur qui 
doit être la perspective du segment mesurant la distance du point 
donné au géométral. 

Par le point M traçons une droite quelconque qui rencontre la 
ligne d'horizon dans l'intérieur du cadre, au point F. Cette ligne 
rencontre l'échelle des largeurs au point N. Sur la perpendiculaire 
à Téchelle des largeurs menée du point N, perpendiculaire que 
nous considérons comme la perspective d'une verticale, portons la 
hauteur même qui nous est donnée et qui mesure la distance du 
point donné au géométral : nous obtenons un point N'. Joignons le 
point F au point N'; cette droite rencontre la verticale qui a été 
menée à partir du point M au point M': le point M' est la perspec- 
tive demandée. 

Les deux droites FM', FM sont, en effet, deux droites parallèles 
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entre elles dans l'espace, puisqu'elles ont môme point de fuite ; ces 
deux droites interceptent sur les verticales MM', NN' des segments 
MM', NN' qui, dès lors, sont égaux. Mais le segment NN' est égal à 
la hauteur du point donné au-dessus du géométral ; il en est donc de 
même de MM', et le point M' est bien la perspective cherchée. 

Cette construction permet de déterminer la perspective d'un 
point quelconque de l'espace; mais, lorsqu'on doit faire la perspec- 
tive d'un certain nombre de points, on opère en employant une 
droite que l'on appelle échelle des hauteurs, et dont nous allons 
parler. 

Par le point H' {ftg* 34) et en dehors du cadre du tableau, me- 
nons une droite qui rencontre l'échelle des largeurs en un point C. 
A partir de ce point C élevons une perpendiculaire à l'échelle des 
largeurs -, c'est sur cette droite, considérée comme la perspective 
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d'une verticale située dans le plan de front qui contient réchelle 
des largeurs, que nous mesurerons les hauteurs; on appelle cette 
droite l'échelle des hauteurs. 

Par le point M menons une horizontale de front qui coupe la 
droite H' G en un point fx. Sur l'échelle des hauteurs, à partir du 
point C, portons un segment Cv égal à la hauteur du point donné 
au-dessus du géométral; joignons le point H' au point v. Cette 
droite rencontre la verticale qui passe par le point yt au point f/; il 
sudit maintenant de ramener le point [jl\ à l'aide d'une horizontale 
de front, sur la verticale du point M, pour obtenir le point M', 
perspective du point demandé. 

En opérant ainsi, nous avons supposé que l'élévation et le plan 
étaient des dessins faits à la même échelle. Si l'élévation est à une 

Fig. 35. 
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échelle différente de l'échelle du plan , à une échelle double par 
exemple, nous n'avons qu'à doubler le segment H'C; en portant 
CC' = H'C, nous obtenons un point C, et, en élevant au point C 
une perpendiculaire à la ligne de terre, nous avons l'échelle des 
hauteurs. 

?jous avons pris le point C pouroriginede l'échelle des hauteurs; 
c'est à partir de ce point que nous avons porté la hauteur Cv 
du point donné. On prend souvent pour origine le point de ren- 
contre de l'échelle des hauteurs avec la ligne d'horizon, et alors 
c'est à partir de ce point de rencontre qu'on porte, sur l'échelle des 
hauteurs, la hauteur du point donné, non plus au-dessus du géo- 
métral, mais au-dessus ou au-dessous du plan horizontal situé à la 
hauteur de l'œil. 

Considérons, par exemple {Jig» 35), un point dont la projection 
horizontale est m et la projection verticale m' : la hauteur de ce 
point au-dessus du géométral est la distance du point m' à la ligne 
de terre xy. Si nous indiquons sur le plan vertical de projection 
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une horizontale hh' à une distance de ory égale à la hauteur de Tœil 
au-dessus du géométral, la hauteur du point m! au-dessus du plan 
horizontal passant par l'œil est la distance du point m' à hh' ; c'est 
cette hauteur que Ton doit porter à partir du point de rencontre 
de l'échelle des hauteurs avec la ligne d'horizon. 

Extension des constructions de la perspective. — Avant de pas- 
ser à une application y nous allons dire un mot de Fextension des 
Iracés qui donnent la perspective d'un point lorsque celui-ci est 
en avant du tableau. 

On est conduit à considérer des points en avant du tableau 
lorsqu'on s'occupe de la recherche des ombres en perspective ; le 
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point lumineux est dans une position tout à fait indépendante de 
la situation du tableau : il peut être derrière le spectateur. Il est 
donc nécessaire de pouvoir faire intervenir la position du point lu- 
mineux en établissant sa perspective, ce mot étant défini comme 
nous allons le dire. 

Nous appellerons encore perspectwe d'un point, placé en avant 
du tableau, la trace sur le plan du tableau de la droite qui passe par 
ce point et par l'œil du spectateur. 

Cherchons comment sont placées les perspectives des points 
suivant leurs positions relatives par rapport au tableau et par rap- 
port au spectateur. 

Projetons [fig* 36) le géométral et le tableau sur un plan per- 
pendiculaire à la ligne de terre. Le tableau est représenté par une 
simple droite (T), et le géométral par une droite perpendiculaire 
à(T); l'œil vient se projeter au point O, la ligne de terre au 
point A. 

Considérons d'abord un point m placé derrière le tableau par 
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rapport au spectateur. En joignant le point O au point m, nous 
voyons que la perspective M de ce point est entre la ligne de terre 
et la ligne d'horizon. 

Prenons le point en m', en avant du tableau. En joignant le 
point O au point ni et prenant la trace de cette droite sur le plan 
du tableau , nous avons un point M' que nous appelons la per- 
spective du point m', et nous voyons que ce point M'est au-dessous 
de la ligne de terre. 

Plaçons maintenant le point en m'', derrière le spectateur. En 
joignant le point vn!^ au point O, nous avons une droite qui ren- 
contre le tableau en un point M'' situé au-dessus de la ligne d'ho- 
rizon. 

Fig. 37. 
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Nous pouvons dire d'après cela, en ne considérant que deux 
cas : Les points du géométral qui sont en aidant du spectateur 
ont leurs perspectix^es au-dessous de la ligne d'horizon; les points 
qui sont derrière le spectateur ont leurs perspectis^es au-dessus de 
la ligne d'horizon. 

On peut arriver à ces résultats en appliquant la construction 
même qui a servi à déterminer la perspective d'un point du géo- 
métral. 

Reprenons {fig» i'j) un point m sur le géométral, la droite mC 
passant par ce point, et la parallèle of à mC. Pour déterminer la 
perspective du point m, nous avons porté {Jïg* 38) à partir du 
point C jusqu'au point E l'éloignement oblique du point m, et nous 
avons joint le point E au point d par une droite qui rencontre FC 
au point M, perspective du point m. 
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Sî le point m, au lieu d'être placé derrière le tableau, se trouve 
ifig» 37) en jW en avant du tableau, tout en restant en avant du 
spectateur, les deux segments Cm' et fo seront comptés dans le 
même sens. Nous aurons donc à porter Téloignement oblique Cm' 
à partir du point G [Jig' 38) jusqu'au point E' dans la direction 
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de Vd, et, enjoignant le point d au point E', nous avons une droite 
qui nous donne le point M', au-dessous de la ligne de terre. 

Prolongeons la droite mC {fig* 37) et prenons un point m" situé 
derrière le plan de front qui passe par l'œil. 11 nous faudra porter 
[fiS' 38) à partir du point C sur la ligne de terre la longueur Cm" 
qui est plus grande que ¥d\ en joignant l'extrémité du segment 
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ainsi obtenu au point rf, nous avons une droite qui rencontre CF 
l'n M''^ au-dessus de la ligne d'horizon. 

Nous retrouvons bien de cette façon les résultats auxquels nous 
étions arrivés directement. 

Prenons maintenant {jig* 39) un point m^ à une certaine hauteur 
au-dessus du géométral ; le point nii est supposé au-dessous du plan 
d'horizon. En joignant le point O au point 7/î|, nous obtenons le 
point M|, qui est au-dessous de la ligne d'horizon. De même pour 
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le point qui se projette sur le géométral au point m' : si nous pre- 
nons un point m'j toujours au-dessous du plan d'horizon, en joi- 
gnant le point O au point m^ , nous obtenons la perspective M'j 
au-dessous de l'horizon, comme précédemment. 

Mais, pour le point m" situé derrière le plan de front passant par 
Toeil, le point jn\j qui est au-dessous du plan d'horizon, donne 
un point situé au-dessus de la ligne d'horizon. 

Ainsi , pour les points en avant du spectateur et au-dessous du 
plan d'horizon, les perspectives sont au-dessous de la ligne 
d^ horizon ; l'inx^erse a lieu pour les points placés derrière le spec- 
tateur. 

Si nous prenons des points situés au-dessus du plan d'hori- 

Fiç. /|0. 




zon, ceux qui sont devant le spectateur auront leurs perspectives 
au-dessus de la ligne d'horizon, et l'inverse se présentera pour 
les points placés derrière le spectateur. 

On peut retrouver ces résultats directement sur le tableau. Soit 
(/igf. 4o) le point M| situé au-dessous du plan d'horizon et dont la 
projection sur le géométral est en M; cette projection, d'après ce 
que nous avons dit tout à l'heure, montre que le point est placé 
derrière le tableau. Si nous prenons un point placé derrière le spec- 
tateur et dont la projection sur le géométral a pour perspective le 
point M'^, le point de l'espace se trouvera sur la verticale passant 
par ce point M", et, s'il est à la même hauteur que le point M| au- 
dessus du géométral, en joignant le point cherché à ce point, nous 
aurons une horizontale dont la perspective sera MiF; cette hori- 
zontale détermine alors le point M*J à sa rencontre avec la verticale 
passant par M''. Le segment IVf'M'J est égal au segment M Mi , et 
nous voyons que, pour le point placé derrière le spectateur et au- 
dessous du plan d'horizon, sa perspective M*J est au-dessus de la 
ligne d'horizon. 
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Il est essentiel de se familiariser avec la situation relative des 
points, selon qu'ils sont devant ou derrière le spectateur, et de voir 
la position correspondante de leurs perspectives, surtout lorsqu'il 
s'agit de recherches d'ombres. Ainsi, une verticale telle que MM| 
aura pour ombre portée une ligne qui s'éloignera de l'observateur 
ou qui s'en rapprochera, selon la position du point lumineux, par 
rapport à cette verticale. 

En se rendant bien compte de la situation relative de l'objet 
éclairé et du point lumineux, on aura tout de suite la direction que 
Ton doit prendre pour l'ombre portée de cette verticale. 

Nous reviendrons sur ces détails lorsque nous nous occuperons 
de la recherche des ombres. 

Ce que nous venons de dire relativement à la recherche de la 
perspective d'un point dans l'espace et ce que nous avons dit pré- 
cédemment pour la recherche de la perspective d'un point du géo- 
métral suflit pour déterminer la perspective d'un ensemble dont 
on connaît le plan et l'élévation. 

Nous allons prendre un exemple et montrer comment on opère 
dans ce cas. 

Perspective d'arcades. — Soit à rechercher la perspective d'une 
suite d'arcades. On donne la projection horizontale des piliers sou- 
tenant ces arcades et la projection des arcades sur un plan verti- 
cal parallèle au plan du mur qui les limite. Nous avons {/!g> 4^ ) 
sur le plan vertical de projection l'horizontale hli à la hauteur de 
l'œil, au-dessus de la ligne de terre correspondant au géométral. 

Traçons sur le plan horizontal la projection AB du tableau et 
prenons la projection horizontale o de l'œil. Le tableau sera, par 
exemple, limité en A et B, l'angle optique est AoB. On doit cher- 
cher à donner à AB une direction convenable et à placer le point o 
de façon à voir l'ensemble de l'objet dont on cherche la perspec- 
tive. 

En prolongeant les côtés des carrés qui forment les projections 
des piliers, nous avons une suite de droites parallèles entre elles ; 
nous allons prendre une ligne o/*, parallèle à cette direction, pour 
la recherche de la perspective. Soit m un sommet du premier carré 
et n le sommet du troisième ; par les points meln nous avons deux 
droites qui déterminent sur la ligne AB les points i et a. 
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Après avoir pris ces dispositions sur le géométral, et avant de 
passer à la perspective, nous allons dire quelques mots de l'opéra- 
tion qu'on appelle abaissement du géométraL 

Abaissement du géométral. — Les perspectives des points du 
plan, placés sur le géométral derrière le tableau par rapport au 
spectateur, sont sur le tableau dans une région qui est comprise entre 
la ligne de terre et la ligne d'horizon. Si nous abaissons le géomé- 
tral, c'est-à-dire si nous transportons le géométral verticalement 




au-dessous de la position qu''il occupe, la figure tracée sur ce géo- 
métral aura pour perspective, après le déplacement, une figure qui 
sera toujours comprise entre la ligne d'horizon et ime nouvelle 
ligne de terre. Mais celle-ci est plus éloignée de la ligne d'horizon 
que la première : nous aurons donc une région plus étendue 
occupée par la perspective, et cette perspective sera alors d'une 
lecture plus facile. 

Le géométral ainsi abaissé occupe, par rapport à l'œil, une cer- 
taine position. Supposons que l'œil et ce géométral abaissé soient 
liés invariablement, et qu'on les transporte encore tous les deux 
au-dessous de la position qu'ils occupent, jusqu'à ce que l'œil soit 
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sur le prolongement du premier géomélral. Alors toute la perspec- 
tive du géométral abaissé sera maintenant située au-dessous de la 
ligne de terre, et nous aurons l'avantage de n'avoir à faire des tra- 
cés qu'en dehors du cadre. 

Comme la plupart des lignes qui conduisent au résultat, c'est- 
à-dire à la perspective du plan, doivenl disparaître, et qu'il est 
(lifTicile d'enlever des lignes sans détériorer un peu le papier du 
dessin, nous évitons ces détériorations en plaçant toutes les con- 
structions en dehors du cadre ; on peut alors, s'il y a lieu, appli- 
quer facilement des teintes. 

L'opération qui consiste à abaisser simultanément l'œil et le 
géométral porte le nom d^ abaissement du géométral. 

Lorsque la détermination de la perspective du plan est ainsi faite 
sur le géométral abaissé, il suffit de relever tous les points sur des 
verticales pour les avoir dans la position qu'ils doivent occuper 
sur la perspective du plan. C'est ainsi que nous allons opérer 
pour la recherche de la perspective de nos arcades. 

Suite de la recherche de la perspective des arcades. — La lar- 
geur du tableau est dans un rapport arbitraire avec la largeur AB 
qui est indiquée sur le géométral. 

Avec cette hypothèse, nous serons obligés d'opérer au moyen de 
lignes proportionnelles pour avoir la ligne d'horizon et la position 
des points de fuite. 

AB est (Jig' 4^) 1^ largeur du tableau. A partir du point A, por- 
tons un segment Ai = AB du géométral et un segment A/i| = /u?; 
joignons le point /i| au point b et menons parle point B une paral- 
lèle à la droite ainsi obtenue. Cette parallèle rencontre le cadre du 
tableau au point H, par lequel passe la ligne d'horizon HH'. A 
partir du point A, portons le segment A/i = AJ* du géométral; 
joignons le point /i| au pointai, et parle point H menons une 
parallèle à cette droite ; nous obtenons le point F', que nous re- 
levons en F sur la ligne d'horizon. Ce point F est le point de 
fuite des droites mi , 712 et de toutes les lignes parallèles à la direc- 
tion de ces deux droites. 

Abaissons le géométral en transportant la ligne de terre en 
V'B'; la ligne d'horizon est maintenant confondue avec AB, et le 
point de fuite est en F'. Joignons le point F' au point A'; par 
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le point /i menons une parallèle à cette droite. Cette parallèle 
rencontre AA' en un p>)int : c'est par ce point que nous traçons 
l'échelle des largeurs. Nous avons bien ainsi Féchelle des largeurs, 
parce que la distance du point A à cette droite esta la distance du 

point A au point A' dans le rapport — » comme on le voit facile- 

ment sur la figure. 

A partir du point B, traçons en dehors du cadre la ligne oblique 
BC'qui rencontre l'échelle des largeurs en un certain point : c'est à 
partir de ce point que nous mènerons une droite sur laquelle nous 
compterons les hauteurs. 

Cherchons maintenant la perspective du point m et la perspec- 
tive du point n. Pour cela, nous portons sur l'échelle des largeurs, 
à partir du point a^ des segments égaux aux distances de A à i et 
à a, ainsi qu'à tous les points intermédiaires relatifs aux piliers : 
nous obtenons le point i' et, successivement, des points corres- 
pondant aux sommets des piliers. Nous avons alors alternati- 
vement, à partir de i', des segments égaux aux deux intervalles 
qui se trouvent sur la ligne AB du géométral, à partir du point i . 
Joignons le point F' aux points ainsi obtenus : nous avons des 
lignes sur lesquelles doivent se trouver les perspectives des sommets 
des carrés qui forment les projections des piliers. 

Cherchons la perspective du point m en employant le point arf, 

obtenu en portant F'-arf égal à deux fois yb. Prolongeons la 
droite F'i' jusqu'à la droite A'B' en i'', et à partir du point i'' 
portons sur la ligne de terre une longueur égale à deux fois mi, 
qui est l'éloignement oblique du point m. Joignons le point aef au 
point que nous venons de déterminer sur la ligne de terre : cette 
droite rencontre F' l'en un point M' qui est la perspective du som- 
met m du carré d'un pilier. 

Opérons de même pour le point /i. La droite F' a' rencontre la 
ligne A'B' au point a". A partir du point 2" sur A'B', nous prenons 
un segment égal à deux fois l'éloignement oblique na du point /i; 
nous joignons l'extrémité de ce segment au point arf. Cette droite 
rencontre F' a" au point N', perspective du point /z, et alors la droite 
mn a pour perspective la droite M'N'. Cette dernière rencontre les 
lignes divergentes du point F' en des points qui sont les perspectives 
des sommets des carrés projections des piliers. Nous déterminerons 
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de la même manière la perspective de la ligne parallèle à mn et qui 
renferme les autres sommets des carrés des piliers. 

Nous avons ainsi achevé la recherche de la perspective du géo- 
métral abaissé. 

Ramenons maintenant le géométral dans sa position. Nous allons 
relever verlicalement les perspectives des sommets de nos carrés. 
Pour cela, relevons la droite M'N' et la ligne qui lui est parallèle. 

Fig. 'il- 
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Prenons les points où ces deux droites rencontrent, d'une part 
F'i'et d'autre part l'oblique BC. Ces deux droites se relèvent, 
l'une en F i*" et l'autre en H'C. Nous ramenons sur ces droites les 
points M', (y, r' et y : nous obtenons les points M, Q, r, s. En 
joignant le point M au point r, le point Q au point s, nous avons 
les deux droites sur lesquelles il ne reste qu'à rapporter par des 
verticales les sommets des piliers. Nous possédons ainsi la per- 
spective de la partie inférieure des piliers. 

Occupons-nous maintenant de la hauteur de ces piliers. Prenons 
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sur la figure géomé traie ce qu'on appelle la ligne de naissance, 
c'est-à-dire la ligne à partir de laquelle commencent les arcades 
proprement dites. Portons, à partir du point où l'échelle des hau- 
teurs rencontre la ligne d'horizon, la hauteur de la ligne de nais- 
sance au-dessus de hh'\ joignons l'extrémité j du segment ainsi 
obtenu au point H'. Ramenons le point M par une horizontale de 
front sur la ligne H'C; puis, par le point ainsi ramené, menons une 
perpendiculaire à la ligne d'horizon : cette droite rencontre la ligne 
oblique H'y, en un point qu'on ramène en M'j. De même pour le 
point N ; nous obtenons le point iVj, et, en joignant le point M'^ 
au point N'^, nous avons la perspective de la ligne de naissance 
des arcades. C'est à cette ligne que nous devons limiter les ver- 
ticales qui passent par les sommets des piliers qui se trouvent sur 
la droite MN. Nous trouverons de même la perspective d'une pa- 
rallèle à cette ligne sur laquelle nous limiterons les extrémités des 
autres arêtes des piliers. 

Sur le géométral abaissé, il est facile d'avoir les perspectives des 
projections des centres des circonférences qui forment ce qu*on 
appelle les courbes de tête des arcades. Nous relevons ces perspec- 
tives sur la ligne M', N'^ , et nous avons les centres des circonférences 
qui forment les courbes de tête des arcades. Il nous suffît main- 
tenant d'appliquer la construction que nous avons donnée dans la 
dernière Leçon pour avoir la perspective d'une circonférence de 
cercle, après avoir cherché toutefois la perspective de la tangente 
commune à toutes ces circonférences : cette dernière perspective se 
détermine comme nous avons déterminé M', N'j . 

Nous avons alors pour la circonférence, dont le diamètre hori- 
zontal est Gl et dont le centre est au point o), l'extrémité L du 
diamètre perpendiculaire à GI. On joint le point L aux points G 
et I, on mène une parallèle à Lo) pour avoir une perpendiculaire au 
diamètre Gl, et l'on joint aux points G et I les points de rencontre 
de cette droite avec LG et Ll : ces droites se coupent en un point 
de la circonférence. Nous obtiendrons ainsi autant de points que 
nous voudrons, et nous aurons alors, en les réunissant, une courbe 
qui doit être tracée tangentiellement en L à la perspective de la 
tangente commune aux courbes de tête des arcades. Nous ferons 
de même pour les autres arcades. 

Après avoir tracé la perspective des circonférences qqi sont dans 
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le plan vertical parallèle au plan vertical MN, nous aurons achevé la 
perspective de nos arcades. 

Il y â des vérifications. Ainsi les perspectives des côtés des carrés 
dont la direction est m i sur le géométral doivent rencontrer la 
ligne d'horizon au point F. 

Voilà comment on opère lorsque Ton a, d'une façon complète, 
le plan et l'élévation de la figure dont on demande la perspective. 
Mais généralement on ne possède pas des données achevées, des 
dessins complètement terminés ; on connaît les principales dimen- 
sions de l'objet à mettre en perspective, et la perspective s'achève 
directement sur le tableau. 

Pour effectuer ces tracés directement en perspective, il est né- 
cessaire de connaître la solution des problèmes élémentaires rela- 
tifs à la ligne droite et au plan. Ces problèmes, analogues à ceux 
que l'on résout dans la méthode des projections orthogonales et à 
ceux que nous avons résolus en étudiant la méthode des projections 
cotées, nous les aborderons dans la Leçon suivante. 
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SIXIÈME LEÇON. 



œNSTRUCTIONS DIRECTES SUR LE TABLEAU. 
Problèmes relatifs à la ligne droite et au plan. — Perspective des moulures. 



Problèmes relatifs à la ligne droite et an plan. — Pour les 
explications relatives aux solutions de ces problèmes, nous re- 
présenterons un point par sa perspective et par la perspective de 
sa projection sur le géométral ; de même pour une droite. 

Etant donnée une droite, déterminer sa trace sur le géométral, 
— La droite M'N' {fig^ 43) et sa projection MN sur le géométral 

Fig. 43. 
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sont deux droites dans un même plan : dès lors, M'N' prolongée 
rencontre MN. Le point de rencontre T de ces deux droites est 
un point du géométral : c'est alors la trace de la droite donnée sur 
le géométral, c'est-à-dire le point demandé. 

Déterminer la trace d'une droite sur un plan de front. — Soit 
ocj {fig' 43) l'horizontale de front, trace du plan de front donné 
sur le géométral. Ce plan de front rencontre, suivant une verticale, 
le plan qui projette la droite donnée sur le géométral; cette verti- 
cale passe par le point R, qui est le point de rencontre de xy et de 
MN : la droite d'intersection des deux plans est la verticale RR'; le 
point R', où cette droite rencontre la droite donnée M'N', est le 
point demandé. 
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Nous pouvons transporter parallèlement à lui-même le plan de 
front xy dans une nouvelle position et appliquer toujours la même 
construction pour avoir la trace de M'N' sur le nouveau plan de 
front. 

Supposons qu'on ait transporté ce plan de front à Tinfini ; xj est 
alors confondu avec HH', le point de rencontre F de MN avec HH' 
est la nouvelle position du point R, et, en élevant la perpendicu- 
laire FF' à la ligne HH', nous obtenons le point F', qui est le point 
de rencontre de M'N' avec le plan de front, que nous avons trans- 
porté à rinfîni. 

Puisque le point F' est la perspective du point de rencontre de 
la droite M'N' avec un plan à rinfini, le point F' est la perspective 
du point qui est à Tinfini sur cette droite; ce point F' est donc le 
point de fuite de M'N', et la construction que nous venons de 
trouver conduit alors à la détermination du point de fuite d'une 
droite donnée. 

Résolvons directement ce dernier problème. 

Construire le point de fuite d'une droite donnée. — Le point 
de fuite de la droite donnée est sur la ligne de fuite du plan qui 
projette cette droite sur le géométral. Ce plan étant vertical, sa 
ligne de fuite est une verticale. Mais nous connaissons un point 
de cette ligne de fuite, puisque, la droite MN étant une droite 
de ce plan, son point de fuite, c'est-à-dire le pointoùelle rencontre 
la ligne d'horizon, appartient à la ligne de fuite de ce plan vertical. 
Nous devons donc prolonger MN jusqu'au point F où elle ren- 
contre la ligne d'horizon, par ce point F élever à la ligne d'horizon 
une perpendiculaire qui est la ligne de fuite du plan vertical qui 
projette la droite donnée sur le géométral. Le point de rencontre 
de cette ligne de fuite et de la droite M'N' est le point de fuite 
cherché de celle droite. Nous retrouvons ainsi la construction à 
laquelle nous étions arrivés précédemment. 

La connaissance de ce point de fuite permet de résoudre immé- 
diatement le problème suivant. 

D'un point donne, mener une parallèle à une droite donnée, — 
11 suHit de joindre le point donné au point de fuite de la droite 
donnée, et Ton a la parallèle demandée. 

Représentation d'un plan. — Nous représenterons un plan par 

5 
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sa trace sur le géomélral et par sa ligne de fuite. La trace du plan 
sur le géométral a pour point de fuite le point où cette droite ren- 
contre la ligne d'horizon, et, comme la ligne de fuite du plan doit 
contenir les points de fuite de toutes les droites tracées sur le plan, 
la ligne de fuite du plan doit passer par ce point de fuite de la 
trace du plan. La trace du plan sur le géométral et sa ligne de fuite 
sont donc deux droites qui viennent se couper sur la ligne d'ho- 
rizon. 

Nous représentons ainsi un plan pour la facilité de Texplication 
des problèmes élémentaires relatifs au plan. 

Ce procédé est tout à fait analogue à cçlui dont on se sert, en 
Géométrie descriptive, lorsque Ton emploie les traces d'un plan. 
Les traces d'un plan sont utiles pour l'explication des solutions de 
problèmes; mais nous verrons plus tard, lorsque nous nous occu- 
perons de l'application de la Géométrie descriptive, par exemple 
à la Charpente, que pour représenter des pièces de bois terminées 
par des plans on ne tient pas compte des traces des plans qui 
forment les faces de ces pièces. 

De même ici, nous faisons usage de droites particulières pour 
représenter un plan; mais ces droites ne servent que pour l'expli- 
cation des problèmes élémentaires. Lorsqu'on s'occupe du dessin 
d'un édifice, on a des plans obliques, comme cela se présente pour 
la toiture ; ces plans obliques ne sont nullement définis par leurs 
traces sur le géométral et par leurs lignes de fuite : ils sont définis 
par les droites qui les terminent, comme le faîte et les arêtes infé- 
rieures de la toiture. 

Si l'on coupe un plan par des plans de front, les intersections 
sont des droites de front, et, comme les intersections du plan donné 
avec ces plans de front sont des droites parallèles enlre elles, nous 
voyons que les lignes de front du plan ont pour perspectives des 
droites parallèles entre elles. 

Parmi tous les plans de front, on peut considérer un plan de 
front à l'infini. La droite de front, dans ce cas, a pour perspective 
la ligne de fuite. Nous voyons ainsi que les lignes de front d'un 
plan sont, sur le tableau, parallèles à la ligne défaite de ce plan. 

Par une droite donnée, on peut faire passer une infinité de plans; 
voici comment on détermine Tun quelconque de ces plans. 

Construisons {fg* 44) la trace T de la droite donnée sur le géo- 
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métrai. Par le point T menons une droite quelconque Tç. Nous 
pouvons considérer cette droite comme la trace sur le géométral 
d'un plan mené par la droite donnée. Prenons le point de fuite F' 
de la droite donnée; joignons le point F' au point cp, où la droite 
menée par le point T rencontre la ligne d'horizon: nous avons ainsi 
la ligne de fuite du plan. 

Nous allons appliquer cette construction à la solution du problème 
suivant. 

Partager une droite M' N'en parties proportionnelles à des seg- 
ments donnes. — Par M'N'{fig. 44 ) faisons passer un plan, et à par- 
. tir du point M' menons une droite de front de ce plan, c'est-à-dire 
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une parallèle à sa ligne de fuite. Portons sur cette droite de front, à 
partir du point M', des segments égaux ou proportionnels aux seg- 
ments donnés; joignons l'extrémité du dernier segment ainsi 
obtenu au point N': cette droite rencontre la ligne de fuite du plan 
au pointy. Joignons le pointy aux extrémités des segments portés 
sur la droite de front du plan que nous avons menée à partir du 
point M': ces droites déterminent les points i, 2, 3, qui sont les 

points demandés, car les droites i-J\ 2-/', i-f sont les perspectives 
de lignes parallèles entre elles et qui déterminent, par conséquent, 
sur M'N' et sur la droite de front qui passe par M' des segments 
proportionnels. Mais les segments qu'on a portés sur la droite de 
front sont les segments donnés ou des segments proportionnels à 
ceux-ci; donc les segments obtenus sur M'N' sont bien proportion- 
nels à ces segments donnés. 
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SI nous voulons parlager MN en segments proportionnels à des 
segments donnés, nous pouvons prendre comme plan mené par la 
droite MN le plan du géométral, et alors la solution se réduit à la 
suivante : 

Par le point M [Jig' 44) on mène une horizontale de froni; on 
porte sur cette droite, à partir du point M, des segments égaux ou 
proportionnels aux segments donnés; on joint le point N à l'extré- 
mité du dernier segment ainsi porté : cette droite rencontre la ligne 
d'horizon au point^, et, en joignant le point^ aux extrémités des 
segments portés sur l'horizontale de front passant par le point M, 
on a des droites qui rencontrent MN aux points demandés. 

On peut, au mojen de verticales, relever les points que nous 
venons de déterminer sur MN, et l'on doit retrouver sur M'N' 
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les points i, 2, 3 qui partagent cette droite en parties proportion- 
nelles aux segments donnés. Nous avons ainsi une seconde solution 
du problème que nous nous étions d'abord posé. 

Si l'on porte sur une horizontale de front des segments égaux 
entre eux, les droites qui partent des extrémités de ces segments 
et qui aboutissent à un même point de la ligne d'horizon sont les 
perspectives de droites parallèles entre elles, qui déterminent alors 
des segments égaux sur toute horizontale de front. Les segments 
ainsi obtenus sur toutes ces horizontales de front sont les perspec- 
tives de segments égaux entre eux dans l'espace. 

On obtient de la sorte, sur ces horizontales de front, ce qu'on 
appelle les échelles des plans de front passant par ces droites. 
Lorsque l'on porte sur un plan de front une longueur égale à un 
segment donné, cette longueur doit être mesurée à l'échelle de ce 
plan de front. 

Supposons, par exemple, que le point d {Jig- 4^) soit le point 
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de distance correspondant à la direction My*; en joignant le point d 
au point M, nous obtenons, sur la droite de front qui passe par le 
point M|, un point R| et nous avons R|M| =MM|. On dit alors 
que R, M, est la longueur de MM| à l'échelle du plan de front qui 
passe par le point M|. Si nous avions joint le point d au point M|, 
nous aurions obtenu un point R2 qui nous donnerait encore 
RjM = MM| ; mais ici R2M est la longueur du segment MM| à Té- 
chclle du plan de front qui passe par le point [M, et Ton voit que 
sur le tableau la longueur MR2, mesurée entre les pointes d'un 
compas, est plus grande que la longueur MM|. Dans l'espace, il est 
bien évident que les longueurs correspondant à ces segments sont 
égales entre elles. 

Porter sur une droite des segments égaux à des segments don- 




nés sur celte droite, — Soit, sur le géométral, MR (Jig- 4^^) ^^ 
droite donnée. Par le point M traçons une horizontale de front. 
Joignons les extrémités des segments MN, NR à un poinl^dc la 
ligne d'horizon : ces droites rencontrent l'horizontale de front qui 
passe par le point M aux points i et 2. A partir du point 2, prenons 

des segments égaux aux segments M-i, 1-2: nous obtenons les 
points 1', 2'. Joignons ces points au point^; ces droites rencontrent 
la droite donnée aux points N',R', qui sont les points demandés. 

Par une droite et un point, faire passer un plan. — 11 suffit de 
joindre le point donné à un point de la droite : cette droite et la 
droite donnée sont deux droites du plan cherché. On peut alors 
construire les traces de ces droites et les joindre pour avoir la trace 
du plan; de même, on joindra les points de fuite de ces droites 
pour obtenir la ligne de fuite du plan. Soient M'N' {fig' 4?) et C 
la droite et le point donnés. T est la trace de M'N'; R est la trace 
de CN' : dès lors, Rï est la trace du plan demandé. Le point^, 011 
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cette droite rencontre la ligne d'horizon, est un point de la ligne de 
fuite du plan. 

Nous pouvons déterminer la direction de cette droite sans chercher 
les points de fuite des deux droites M'N',C'N'. Pour cela, menons 
un plan de front par le point G. Ce plan de front rencontre le plan 
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cherché suivant une droite de front qui a pour trace sur le géomé- 
Iral le point S, où la ligne Rï est rencontrée par Thorizontale de 
front qui passe par le point G. Cette droite de front du plan passe 
par le point C: donc C'S est la droite de front du plan qui résulte 
de rintersection de ce plan avec le plan de front passant par le 

Fiff. 48. 




point C On a donc la ligne de fuite du plan en menant par le 
point^une parallèle à la droite C'S. 

L'horizontale de front qui passe par C rencontre MN au point U, 
projection du point U' de M'N'. La droite C'U' est parallèle à la 
ligne de fuite du plan demandé. On a ainsi la direction de cette 
droite sans avoir besoin de connaître la trace T!f, 

Construire V intersection de deux plans. — Les traces des deux 
plans se rencontrent en un point T {fig* 48 )i qui est la trace de 
rinterseclion demandée. Les lignes de fuite des deux plans se ren- 
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contrent en un pointy, qui est le point de fuite de cette intersec- 
tion, puisque le point de fuite de cette droite d'intersection des 
plans appartient aux lignes de fuite de chacun des plans. On a donc 
rintersection demandée en joignant le pointeau point T. 

Si les plans sont donnés par leurs traces sur le géométral et par 
leurs traces sur un plan de front, on prendra le point de rencontre 
f des traces des plans donnés sur ce plan de front, et Ton aura un 
point de la ligne de Tintersection cherchée. 

Au moyen de cette solution, on résoudra facilement ce problème : 

Déterminer le point où une droite rencontre un plan. 

Le problème que nous avons résolu tout à l'heure, et qui consiste 
à partager une droite en segments proportionnels à des segments 
donnés, trouve son application lorsqu'on cherche la perspective 
d'une moulure. 

F'C- 49- 
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Perspective des moulures* — Nous allons considérer une mou- 
lure qui contourne deux murs verticaux à angle droit et en chercher 
la perspective. 

clV Jd'd ^V [fi g' 49) est le profil qu'on obtient en coupant la 
moulure par un plan perpendiculaire aux grandes arêtes de cette 
moulure. En projection horizontale, nous avons des droites paral- 
lèles entre elles correspondant à la direction d'un des murs, et 
des droites parallèles entre elles correspondant à la direction de 
l'autre mur. Ces droites viennent se couper en des points apparte- 
nant à un contour relatifs la moulure et qui se trouve dans le plan 
bissecteur du dièdre formé par les plans verticaux des deux murs. 

En projection horizontale, nous avons acdel. 

Supposons que sur notre tableau nous ayons les perspectives des 
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grandes arêtes qui viennent aboutir au point projeté en a et les 
perspectives des grandes arêtes aboutissant au point /; nous suppo- 
sons en outre que ces grandes arêtes sont obliques par rapport au 
tableau. 

Soit HH' la ligne d'horizon [fg» 5o). Le point projeté en « a 
pour perspective le point A', et les grandes arêtes qui aboutissent à 
ce point S! sont les deux droites de la figure qui partent de ce 
point; de même pour le point L', et, comme ces dernières arêtes 
sont parallèles aux premières, elles doivent rencontrer respecti- 
vement la ligne d'horizon aux mêmes points que les premières. 

Cherchons les perspectives des points appartenant au profil de la 
moulure, points qui se projettent en cdel {/ig» 49)- Pour cela, par- 
tageons AL {Jig' 00 ) en segments proportionnels aux segments €ic, 
cd^ de, el, ou encore, si nous n'avons que le profil de la moulure, 

en segments proportionnels aux segments 1-2, a-iJ, 3-g^ et g'-/'. A 
cet eflel, menons par le point A une horizontale de front, portons 

à partir du point A des segments égaux à 1-2, 2-3, '6- g' cl gf'^'' ^ joi- 
gnons l'extrémité du dernier segment ainsi porté au point L : cette 
droite rencontre la ligne d'horizon en un certain point. Joignons 
ce point aux extrémités des segments portés sur l'horizontale de 
front qui passe par le point A : ces droites rencontrent AL en des 
points C, D, E, L qui sont les perspectives des points c, d, e, /. 

Cherchons maintenant les points de l'espace correspondant aux 
points C, D, E, L. Ces points sont dans le plan vertical qui a pour 
trace AL sur le géométral. Ce plan vertical rencontre le plan hori- 
zontal qui est à la hauteur du point A' suivant une droite qu'on 
obtient en joignant le point A' au pointy, où la ligne d'horizon est 
rencontrée par la droite AI^. Ce plan vertical rencontre aussi le plan 
horizontal qui est à la hauteur du point L' suivant une droite^L'. 
C'est dans ce plan vertical que se trouvent les points que nous 
cherchons, et qui sont sur les verticales élevées des points C, D, E. 

Dans ce plan vertical, et par les points du profil de la moulure, 
concevons des horizontales. Ces droites rencontrent la verticale 
qui passe par le point A' en des points qui correspondent aux 
points i', m', i du profil de la moulure. Nous n'avons donc qu'à par- 
tager le segment A'i' en segments proportionnels aux segments nfb'y 
hlml^ m i. Comme la droite A'i' est une droite de front, nous par- 
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tageons le segment A'i'sur le tableau en segments proportionnels, en 
opérant comme s'il s'agissait de la droite A'i'de Tespace : nous ob- 

A'R' R'M' 

tenons ainsi le point B' et le point M', et nous avons -jjj - 
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Joignons maintenant les points B' et M' au point f : nous avons 
ainsi, dans le plan vertical dont la trace est AL, les dcu?c horizon- 
tales passant par les points B' et M'. Ces droites rencontrent les 
verticales qui passent par les points C, D, E en des points qui 
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appartiennent au profil de la moulure; c'est par les points ainsi dé- 
lemiinés qu'on doit mener les grandes arêtes de la moulure. 

Par le point B' passent deux grandes arêtes horizontales qui ren- 
contrent la ligne d'horizon au point où cette droite est rencontrée 
par les droites qui passent par le point A'. Nous menons de même 
les grandes arêtes qui passent par les points G', D', E', G' et L'. 

Nous avons déterminé les points G', D', E' en employant des 
segments comptés {/fg' 49) sur les lignes a!i et 1/'; on procède 
de même pour construire un point quelconque du contour G'D'. 

Pour achever le tracé de la perspective de la moulure, il faut 
avoir soin de remarquer qu'il existe une droite A'B' entre le point A' 
et le point B' et une droite E'G' entre les points E' et G', mais qu'il 
n'y a pas de droite entre B' et G', parce que nous avons un même 
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plan horizontal relatif à la moulure existant sur les deux, murs ; de 
méme^ entre D' et E', entre G et L\ il n'y a pas d'intersection. 
Ainsi, en suivant le contour de la moulure à partir de A' jusqu'en L', 
on ne rencontre pas une ligne continue d'intersections de plans. 
Il y a intersection de plans lorsqu'on a des plans verticaux et le 
long de la ligne qui représente le contour courbe ; mais les plans 
horizontaux ne donnent pas lieu à des droites d'intersection. 

Les grandes arêtes passant par A' ont, l'une un point de fuite 
qu'on peut employer, l'autre, A'N', un point de fuite trop éloigné. 
Pour mener les arêtes parallèles à celle-ci, on peut faire usage d'un 
plan vertical auxiliaire sur lequel on déterminera, comme nous 
venons de le faire pour le plan vertical AL, les points où il est ren- 
contré par les arêtes parallèles à A'IS'. 

Dans la pratique, lorsqu'on a à déterminer un certain nombre de 
tracés de moulures, on se contente de chercher la perspective 
d'une figure dans laquelle on remplace, par exemple, le contour 
compris entre i' et g {fig- 49) ^^^ ^^^ simple droite b'g^. On 
cherche alors la perspective comme précédemment : on a ainsi la 
perspective par masses. Puis, en substituant à la droite B'G' {Jig. 5o) 
un contour à simple vue, on obtient approximativement la perspec- 
tive de la moulure. Mais cette manière d'opérer n'est possible que 
lorsqu'on sait, à la suite d'un certain nombre de tracés exacts, la 
forme à laquelle on doit arriver pour la perspective des moulures. 

On doit remarquer que, pour la solution de tous les problèmes 
que nous venons de résoudre, les longueurs des segments n'in- 
tervenant que par leur rapport, nous n'avons pas fait usage des 
points de distance. Dans la Leçon suivante nous emploierons ces 
points pour traiter des questions, relatives au plan et à la droite, 
dans lesquelles on cherche la grandeur d'angles ou de segments de 
droites. 
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SEPTIÈME LEÇON. 



œNSTRUCTIONS DIRECTES SUR LE TABLEAU (suite). 

Amener un plan à être de front. — Perspectire d'une perpendiculaire à un plan. 
Perspective d'une figure Tue après réflexion. — Relèvement du géométral. 



ScppLÉMEXT : Perpendiculaire à un plan. 



En Géométrie descriptive, les problèmes dans lesquels inter- 
viennent des grandeurs angulaires ou linéaires se résolvent au 
moyen de rabattements. Si, par exemple, on a à déterminer la 
grandeur d^un angle, on amène le plan de cet angle à être parallèle 
à Tun des plans de projection, on projette la figure ainsi obtenue, 
et Ton a en projection la grandeur de l'angle à mesurer. 

De même, pour déterminer la grandeur d'un segment de droite, 
on amène le plan qui contient le segment à mesurer à être parallèle 
à Tun ou à l'autre des plans de projection. 

Dans la méthode des projections cotées, on n'a qu'un plan de 
projection, et alors les rabattements se font de manière à amener 
les plans, sur lesquels se trouvent les grandeurs à mesurer, à être 
parallèles au plan de comparaison. 

En perspective, nous n'avons plus qu'un plan vertical : c'est le 
plan du tableau. En amenant un plan à être parallèle au plan du 
tableau (et pour cela il suflit de le faire tourner autour de l'une de 
ses droites de front) et en construisant la perspective de la figure 
après la rotation, on obtient une figure semblable à la figure de 
l'espace. Les angles de cette figure sont alors égaux aux angles de 
la figure de l'espace, et les segments de droites sont proportion- 
nels à ceux des droites de Tespace. 

Le problème que nous sommes conduit à résoudre est donc le 
suivant : amener un plan à être de front. 

Avant de donner la solution de celte question, faisons remarquer 
que, lorsqu*on connaît les points principaux de fuite et de distance, 
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on peut mesurer les segments comptés sur des perpendiculaires au 
plan du tableau. 

P et D {fig' 5i) sont les points principaux de fuite et de dis- 
tance ; une droite MP est la perspective d'une perpendiculaire au 
plan du tableau. Cherchons la longueur d'un segment M/n de cette 
droite. 

Nous n'avons qu'à joindre le point D au point M et à mener par 
le point m une droite de front : la ligne mg est la longueur du seg- 
ment M/n, à l'échelle du plan de front qui contient le point m, car 
le point D est le point de distance correspondante la direction MP; 
il est donc le point de fuite des droites, telles que DM, qui déter- 
minent des segments égaux surMPet sur une horizontale de front. 






Occupons-nous maintenant du problème que nous avons énoncé 
tout à l'heure : 

Amener un plan à être de front. — On donne [fig. Sa) les points 
principaux de fuite et de distance P, D ; le plan est donné par la 
perspective Ej^ de sa trace sur le géométral et par sa ligne de fuilr 
Jç; on le fait tourner autour d'une de ses droites de front, pour 
l'amener à être de front: on demande de construire les perspectives 
des points du plan lorsque la rotation est effectuée. 

Soit xy la droite de front autour de laquelle nous allons faire 
tourner le plan donné. Cette droite est dans le plan de front qui 
a pour trace sur le géométral la parallèle à la ligne d'horizon 
menée par le point j^. Prenons un point du plan donné; pour cela 
traçons sur ce plan une droite CE et marquons un point M de cette 
droite. En tournant autour de xj^ le point M décrit une circonfé- 
rence de cercle dont le rayon est la perpendiculaire abaissée du 
point M sur la charnière. 

Cherchons cette perpendiculaire ; nous allons projeter le point M 
sur le plan de front xy, et du pied de cette perpendiculaire nous 
abaisserons une perpendiculaire suroy. Le pied de cette dernière 
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droilc sera le pied de la perpendiculaire abaissée du point M sur 
la charnière xy. 

Effectuons ces constructions. Projetons la droite CE sur le plan 
de front xy ; le point E, qui est un point du géométral, se projette 
en e, où la trace du plan de front xy sur le géoniétral est ren- 




contrée par la perpendiculaire PE à ce plan de front : la droite CE 
est alors projetée sur le plan de front en Ce. La projection du 
point M sur le plan de front est, sur cette droite, au point m, où elle 
est rencontrée par la ligne MP, perpendiculaire au plan de front. 
Nous avons ainsi le point m, qui est le pied de la perpendiculaire 
abaissée du point M sur le plan de front xy. Du point m, dans ce 
plan de front, nous abaissons une perpendiculaire sur xy^ et pour 




cela il sufiil de iTieiicr une drolle rencontrant à angle droit cette 
droite orj, puisque nous op<5rons diins un plan de l'ronl. Le pied 
de cette pei-pendiculaire csifjt, et la droite Mft est la perpendicu- 
laire abaissée du point M sur la cliarnière xy . 

Après la rotation du plan autour de arj. la droite Mu. qui esl 
perpendiculaire à .ri , a pour perspective la perpendiculaire à la 
charnière menée à partir du point w, et le point M est sur celle per- 
pendiculaire, à une distance du pointf/. égale à la longueur de M|;i. 
à l'échelle du plan de Iront xr- 

Pour trouver la longueur de Mfi, considérons le triangle rec- 
tangle Mm,UL et amenons le plan de ce triangle ù coïncider avec le 
plan de front xy, en le faisant tourner autour de la droite de front 
njfi. Lorsque le plan du triangle M/wf/ coïncide avec le plan de 
front xy, le côté niM, qui est perpendiculaire à m//, a pour per- 
spective une droite perpendiculaire à mf/, et le point M vient sur 
cette droite, à une distance égale à la longueur de M/h. Mais, 
d'après ce que nous avons dit tout à l'heure, nous pouvons déter- 
miner la longueur de ce segment de droite : on mène par le point m 
une droite de front, on joint le point M au point D, et l'on obtient 
ainsi le segment mg, qui est égal au segment Mhi, à l'échelle du 
plan de front qui contient le point m. Ilapporlons maintenant <:•■ 
segment mg de m en M' : l'hypoténuse M'^u du triangle M'niu est 
la longueur de Mfx. 

11 suffit alors de porter le segment ftM', à partir du point // jus- 
qu'en M>, sur la perpendiculaire f/.M, kxjr, pour avoir au point M> 
la perspective du point M après la rotationdu plan. On dit que le 
point M| est le relèvement du point M. 

On pourrait recommencer les miîmesconsiructions pour d'autres 
points du plan donné; maïs nous allons faire quelques remarque* 
qui permettent de simplifier les tracés qui conduisent aux rclèi-e- 
menls de ces points. 

Le plan du triangle Mni it. a une ligne de fuite qui est parallèle k 
ntfi, puisque cette droite est une ligne de front du plan de ce 
triangle. Cette ligne de fuite doit passer par le point P, qui esl le 
point de fuile de la droite Mnt du plan du triangle. Nous avons 
donc la ligne de fuite du plan de ce triangle en abaissant du point P 
une perpendiculaire sur la ligne dp fuite du plan donné : celle per- 
pendiculaire est, en elTct, parallèle à mu. 
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La droite M |UL, étant une ligne du plan de ce triangle, a pourpoint 
de fuite un point de la droite que nous venons de construire. Mais 
cette droite Ma est tracée sur le plan donné : son point de fuite 
est alors le point de rencontre de la ligne de fuite du plan donné 
et de la ligne de fuite du plan du triangle, c'est-à-dire le point (f. En 
prolongeant Mf/, nous devons avoir une droite qui passe par le 
point cp : le point Cf est alors le point de fuite des droites tracées sur 
le plan et qui sont perpendiculaires à xy. 

En tournant autour de xy, le point M décrit un arc de cercle, et 
la corde de l'arc décrit est la ligne MM| . Pour chaque point du plan, 
on a une droite telle que MM|. Toutes ces droites, étant parallèles 
entre elles, ont même point de fuite. Ce point de fuite est à la ren- 
contre de MM| avec la ligne de fuite Pcf. Comme il est trop éloigné, 
nous prenons le tiers du segment M| /x, nous joignons le point M 
à l'extrémité du premier tiers de fjtMi à partir de |ui, et nous ob- 
tenons, à la rencontre de cette droite et de Pcp, le point \d. Au 
moyen du point q et du point jJ, il est facile d'avoir le relèvement 
d'un point quelconque du plan. 

Prenons, par exemple, le point N du plan. Abaissons du point N 
une perpendiculaire sur xy ; la perspective de cette droite s'ob- 
tient en joignant le point N au point ç. Le pied de cette perpendi- 
culaire sur xj'est le point v. Après la rotation, cette perpendiculaire 
Xv a pour perspective la perpendiculaire élevée du point v à la 
droite xy. Joignons le point N au point ^â. Cette ligne rencontre 
la perpendiculaire issue du point v en un point qui est l'extrémité 
(Fun segment, compté à partir de v, et que nous triplons jusqu'au 
point N| : le point N< est le relèvement du point N. 

Réciproquement, si l'on a un point du plan relevé, tel que N<, 
|)ar des constructions inverses, on revient du point N| au point N. 

Le relèvement d'une droite se fait en relevant deux de ses points ; 
la droite MN, par exemple, est relevée en M|Ni. On peutremar- 
(|uer que le point où la droite MN rencontre la charnière est un point 
qui ne change pas pendant la rotation, et, par conséquent, il appar- 
tient à la droite M| N|. 

La figure qui est tracée sur le plan donné et la figure qu'on ob- 
tient après le relèvement du plan sont deux figures telles que les 
points correspondants, comme M et M|, N et N^, sont sur des 
droites convergentes en un même point d. Les droites de ces deux 
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figures, comme MN etMiNi, qui se correspondent, viennent se 
couper sur la droite xy. Ces deux figures sont donc homolo- 
gigues. 

Le problème que nous venons de résoudre permet d'arriver à la 
solution d'un grand nombre de questions. Si, par exemple, pourne 
prendre qu'un cas, on demande de construire dans le plan donné et 
sur MN un triangle semblable à un triangle donné, on n'a qu'à 
relever le plan donné. MN vient en M< N| ; dans cette situation, on 
construit sur M| N« un triangle M|N«Q« semblable au triangle 
donné, puis on ramène le point Qt en faisant tourner le plan autour 
de xy jusqu'à ce qu'il soit revenu dans sa première position. Le 
point Q« vient prendre une certaine position Q, et, en joignant le 
point Q aux points Met N, on a la perspective demandée. 

Perspective d'une perpendiculaire à un plan. — Nous ne nous 
arrêterons pas à traiter d'autres problèmes de ce genre, et nous 
allons chercher tout de suite la perspective de la perpendiculaire 
au plan qui est issue du point M. 

La droite demandée doit être une droite du plan du triangle 
Mmfx [fig. 5 a), puisque le plan de ce triangle est perpendiculaire 
à xy'^ il contient, en effet, les droites fxM c\.^ni, qui sont perpen- 
diculaires à jry, La droite demandée doit être, en outre, perpendi- 
culaire à la droite M|:x; mais tout à l'heure nous avons fait tourner 
le plan du triangle Mmfx autour de la droite de front m/tz; l'hypo- 
ténuse Mfx est venue en M'/:ji. Dans cette situation, la perpendicu- 
laire, menée dans le plan du triangle à la droite M|^, n'est autre 
que la perpendiculaire M7 à l'hypoténuse M'|:x. Lorsque nous 
ramenons le plan du triangle dans la position qu'il a dans l'es- 
pace, le point de rencontre /, de la perpendiculaire M7 avec 
//lu, ne change pas de position, et la perpendiculaire demandée 
est /M. En prolongeant celte perpendiculaire jusqu'au point où 
elle rencontre la ligne de fuite Py du plan du triangle Mmp, 
nous avons le point de fuite de toutes les perpendiculaires au plai> 
donné. 

La construction que nous venons de donner s'appuie sur la dé- 
termination du rabattement de M|cx lorsqu'on a fait tourner le plan 
du triangle Mm/ui autour de la droite de front my^ située dans le 
plan xj. Nous pouvons faire la même construction en prenant ui> 
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autre plan de front que le plan xy. Prenons, par exemple, comme 
charnière la ligne de fuite du plan , en supposan t que le plan de ivoiAxy 
soit transporté à Tinfini. Le triangle ^\ni\i. de la construction pré- 
cédente est remplacé actuellement par le triangle MPç et le seg- 
ment mg par le segment PD, que nous devons porter en PM'', 
perpendiculairement àPc^. L'hypoténuse Mç du triangle MPç est 
maintenant en M'^f , et la perpendiculaire au plan est rabattue 
suivant la perpendiculaire menée du point M'' à la droite M^'cp. 
Cette perpendiculaire rencontre Pcp en un certain point qui est le 
point de fuite des perpendiculaires au plan; en le joignant au 
point M, nous avons la perpendiculaire demandée. 
Nous pouvons arriver directement à cette construction. 
Le point P est le pied de la perpendiculaire abaissée de l'œil O 
sur le plan du tableau; la ligne de fuite du plan est la trace sur le 
plan du tableau du plan mené de Tœil parallèlement au plan 
donné. ^ 

Menons un plan perpendiculaire à cette ligne de fuite; ce plan 
est à la fois perpendiculaire au tableau et au plan donné; sa 
trace sur le tableau est la perpendiculaire Pf abaissée du point P 
sur la ligne de fuite du plan donné. Ce plan auxiliaire coupe le 
plan mené par Tœil parallèlement au plan donné suivant la droite 
Of ; dans ce plan auxiliaire, la perpendiculaire au plan donné 
menée par l'œil est une ligne perpendiculaire à cette droite Oç. 
Pour construire cette ligne, faisons tourner le plan auxiliaire au- 
tour de la droite Pcp tracée sur le plan du tableau. La perpendicu- 
laire qui va de Tœil au point P vient alors se rabattre suivant la 
ligne PM'', le segment PM" étant égal à PD, c'est-à-dire à la dis- 
tance de Tœil au tableau. Nous avons alors le rabattement M'' et» de 
la ligne Ocp. Nous n'avons plus qu'à élever une perpendiculaire à 
cette droite à partir de M'' et à ramener cette ligne en replaçant le 
plan auxiliaire dans la position qu'il doit occuper. Le point où 
la perpendiculaire menée du point M" à M'^tp rencontre Pc est le 
point de fuite des droites perpendiculaires au plan donné. 

Le plan auxiliaire que nous venons d'employer est perpendicu- 
laire au tableau ; il renferme deux droites rabattues, l'une en M"cp 
et l'autre perpendiculaire à celle-ci en M". Ces droites ont pour 
points de fuite, l'une le point cp et l'autre un certain point y (qui 
n'est pas sur la Ggure). Dans le triangle ^^V^fj nous avons la rela- 

6 
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lion Py X P/= PD . Nous pouvons donc dire que, lorsque sur un 
plan perpendiculaire au plan du tableau on a deux droites 
perpendiculaires entre elles, le produit des distances de leurs 
points de fuite au point principal de Juite est égal au carré de 
la distance principale. Ce résultat est applicable au géométrai, 
puisque ce plan est perpendiculaire au plan du tableau. 

Image vue par réflexion. — On a à construire une perpendi- 
culaire à un plan lorsque Ton veut déterminer la perspective de 
l'image d'une figure vue par réflexion dans une glace. 

Un point, vu par réflexion dans une glace, est vu comme s'il était, 
par rapport à la glace, le symétrique du point donné. Pour con- 
struire ce point symétrique, on a à abaisser du point donné une 
perpendiculaire sur le plan. Dans le cas particulier où la sur- 
face réfléchissante est une surface horizontale, par exemple une 
nappe d'eau, l'image d'un point s'obtient en menant une verticale 
et en prolongeant cette verticale au-dessous de la surface réflé- 
chissante d'une longueur égale à la distance du point à cette sur- 
face; comme on a des segments égaux sur une verticale, ils restent 
égaux sur le tableau. 

Relèvement du géométrai. — Lorsqu'au lieu d'un plan quel- 
conque on considère le géométrai, le problème, qui consiste à 
amener ce plan à être parallèle au tableau, porte le nom de relève- 
nient du géométrai. Les constructions, dans ce cas, se simplifient 
et se réduisent aux tracés que nous allons indiquer. 

Soient M [Jig^ 53) un point du géométrai et xy la droite de 
front qui est notre charnière. Nous obtenons la perpendiculaire à 
la charnière en joignant le point M au point P : nous avons alors le 
point fx. La longueur de Ma s'obtient en joignant le point M au 
point D ; le segment [Lg est égal à Ma, à Téchelle du plan de front 
xj , La droite Ma est relevée en fxMi, perpendiculairement à xjy 
le point M« étant tel que aMj soit égal à yig. 

Toutes les cordes des arcs décrits par les points du géométrai 
sont des droites parallèles à MM| et ont alors pour point de fuite 
le point 0, où MM, rencontre la perpendiculaire menée du point P 
à la ligne d'horizon. Ce point 5 est ce qu'on appelle le point su^ 
périeur de distance. En faisant tourner le géométrai autour de xy 
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de façon que le point M vienne en M2 au-dessous 'de cette droite, 
la corde MM2 a pour point de fuite le point inférieur de distance. 

Une droite MN du géométral est relevée en M» N. 

Cherchons le relèvement du point dont la perspective est à Tin- 
fini sur MN. Joignons le point P au point à relever qui est à Tinfini 
sur MN, c'est-à-dire menons par le point P une parallèle à MN : 
nous obtenons le point i suvxj. Précédemment, pour le point M, 
nous avons mené la droite /:aM»,[ élevons maintenant une perpen- 
diculaire à xy, à partir du point i\ nous avons joint le point D au 
point M, nous devons mener alors parle point D une parallèle D/ 



Fig. 53. 
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àMN et portera partir du point i une longueur égale à la distance 
du point / au point y : nous obtenons ainsi le point I, qui est le 
relèvement du point de Tespace dont la perspective est à Tinfini 
surMN. La longueur il est égale à PD, d'après celte construction. 
Nous pouvons remarquer que, quelle que soit la droite MN tracée 
sur le tableau, pourvu qu'elle soit parallèle à la même direction, 
nous obtiendrons toujours le même point I appartenant au relève- 
ment de toutes ces droites. Ce résultat était à prévoir, puisque 
les droites tracées sur le géométral et dont les perspectives sont 
parallèles entre elles sont des droites qui convergent en un même 
point du plan de front passant par l'œil. 

On peut relever le géométral en supposant donnés le point de 
fuite et le point accidentel correspondant à une direction arbitraire, 
maïs alors il faut donner l'angle que fait cette direction avec une 
horizontale de front. 
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On peut se ptoposer un grand nombre de problèmes qui exigent 
le relèvement du géométral. Pour arriver à effectuer rapidement 
le relèvement du gëométral, il est utile de s'exercer en résolvant 
un certain nombre de ces problèmes. Nous indiquerons seulement 
le suivant : 

Déterminer siir le géométral la perspective d'une circonférence 
itécrite sur un segment donné, oblique par rapport au tableau. 

Au lieu de prendre le cas particulier du relèvement du géomé- 
lral« on peut chercher à amener de front un plan vertical. On arrive 
à des tracés très-simples qui constituent la méthode de la corde de 
l'arc^ dont nous nous occuperons dans la Leçon suivante. On doit 
remarquer que dans le cas d*un plan quelconque, en se servant du 
point \i. on lait déjà usage de cette méthode; mais elle avait été 
emplovée jadis dans le cas particulier des plans verticaux. Nous 
réserverons alors, comme on Tavait fait d*abord« le nom de méthode 
de la cortle de l'arc à ce dernier cas seulement. 



SUFFLtMUT A LA SIFTltMI »(•!. 

PopcMÉicmUire i ui plan. — On d^Hennine encore U perspective d'une 
pcrpendicuLiire à un |ibn en cxHistnùsant d^abord les perspectives des pro- 
jcctttMis de cette dr\>îte sur le p^nnètraJ et sur un |Uân de (iront. 

Soient Tx et kS fi^, 54 U trjKre sur le gêomêtril et une droite de front 
du pLin donne. 

Pi&r le |K>iiit quekxttque M\ d\>à omis viMikins abaisser une petpendicu- 
Uire sur le plan d«>nné, menons un |^an de frxHit : riatersectîon de ce plao 
et da plan donne est la drxMte de frv^nt jr^\ 

En ahai^isant du |K>înt M' la poqvndicolaîre M'f sur ortie droite, nous 
avons ti>ut de suite la prv^jc^'^tion sur ce plan de ùxml de la perpendiculaire 

deHUI>dt>e. 

Pixir av\^r la i^^jectKMi de cette pefpendiculaife sur le gêocnétFad, rele- 
^noBs If e^^nKtral ; faisiMis-le tourner autour de rkorixontAle de frtmt II v. 
La tTMct lMns.>nu)e du plan donne est ivlev^ en T,jr et le rdcrement 
^'nne perpcniicuUire à cMte traot s\^bùcnt ea Menant nne droite T|« de 
faciffli ^oe Tan^ j« T. x> jh^i dr^^t. 
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En ramenant le gëométral, le point u ne change pas de position et la 
droite i/T est alors la projection sur le géomëtral d^une perpendiculaire au 
plan donné. 

Cette droite rencontre la ligne d'horizon au point / : la droite M/, qui 
est parallèle à liT, est la projection de la perpendiculaire demandée. 

Cette projection est coupée au point p par la droite P7 : la droite ^\' p 



Fig. 5.'|. 
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est alors la i)erpendicuL'iire au plan, passant par le point M', qu'il s'agissait 
de construire. 

\j^ plan vertical p M rencontre le plan donné suivant re. Le point p, où 
cette droite rencontre M'y?, est le pied, sur le plan, de la perpendicu- 
laire M' p. 

Par des constructions inverses de celles qui précèdent, on déterminera 
facilement les traces d'un plan perpendiculaire à une droite donnée. 
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HUITIÈME LEÇON. 

CONSTRUCTIONS DIRECTES SUR LE TABLEAU (fin). 
OMBRES EN PERSPECTIVE. 

Pcispective d'une fijjure tracée sur un plan rertical : méthode de la corde de l'arc. — 
PerspectÎTe d'une Toute d'arêtes. — Ombres en perspective. — Ombre portée par une 
Terticale sur le géométral. — Ombre portée par une Terticale sur un plan obliqne. 



Perspective d'une figure tracée sur un plan Yertical : méthode 
de la corde de Tare. — Considérons le cas particulier où le plan 
qu*on veut amener à être de front est un plan vertical. On donne 
les points principaux de fuite et de distance P^ D et la trace MN 
du plan donné siur le géométral. 

Nous voulons déterminer la perspective d'une figure tracée sur 
ce plan et dont on connaît les dimensions géométrales. Nous 
pouvons faire tourner le plan vertical donné autoiur de Tune de ses 
verticales, de manière à Uamener à être parallèle au plan du tableau. 
Après la rotation, nous aurions sur le tableau une figure semblable 
à la figure donnée. Afin d'obtenir une figure égale à la figure donnée, 
nous prendrons comme charnière la droite d'intersection du plan 
vertical donné avec le plan de front passant par l'échelle des lar- 
geurs. 

L'échelle des largeurs rencontre la trace du plan donné en un 
point u fis- 55^. C'est la verticale .r> qui passe par ce point a 
qui est notre charnière. 

Cherchons ce que devient un point M après la rotation. Dans le 
cas particulier actuel, nous avons tout de suite la droite Mu^ qui 
est le ravon de la circonférence décrite parle point M. Déterminons 
la longueur de cette droite. Pour cela, projetons le point M en m 
sur le plan de front de l'échelle des largeurs : faisons tourner le 
géométral autour de m!z : la droite i?iM, après le relèrement^ est 
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la perpendiculaire en ma Téchelle des largeurs. Joignons le point D 
au point M de manière à déterminer la longueur de mM, et portons 
cette longueur à partir du point m jusqu^au point G : GfJL est alors 
la longueur de Mfi àTéchelle du plan de front qui contient Téchelle 
des largeurs. 

Portons le segment ^iG depuis le point /x jusqu'au point M i : le 
point M, est la position du point M lorsque le plan vertical MN est 
amené à être de front après avoir tourné autour de xy. La corde 
de Tare décrit par le point M est MM, ; cette droite rencontre la 
ligne d'horizon en un point d, qui est le point de fuite de toutes les 

Fig. 55. 
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cordes des arcs décrits par les points du plan vertical. Connaissant 
5, il est facile de déterminer ce que devient un point du plan ver- 
tical, et, inversement, on ramène aisément sur ce plan les points 
du plan de front qui contient Téchelle des largeurs. 

Prenons, par exemple, un point N, joignons ce point à $ par la 
droite dN : cette droite rencontre Téchelle des largeurs au point N, , 
qui est la perspective du point N après la rotation du plan ver- 
tical. 

Traçons sur le plan de front de Téchelle des largeurs, et avec les 
dimensions qu'elle a sur l'élévation qui est donnée, la figure dont 
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nous voulons avoir la perspective sur le plan vertical donné. Cette 
figure étant tracée, il faut maintenant la ramener sur le plan ver- 
tical MN. 

Cherchons ce que devient le point R'^ de celte figure, qui se pro- 
jette au point R| sur Téchelle des largeurs. Le point R'^ ainsi que 
le point R« décrivent des arcs dont les cordes ont pour perspec- 
tives SR',, 5R| ; cette dernière droite rencontre MN au point R. 
En menant la verticale qui passe par ce point, on a une droite qui 
rencontre 5R', au point R', qui est la perspective du point R\ ra- 
mené dans le plan vertical MN. 

Pour avoir la tangente au point R', nous n'avons qu'à mener la 
tangente au point R'^ : cette droite rencontre la charnière xy en 
un point T. Le point T restant, pendant la rotation, à la place qu'il 
occupe, la tangente qui passe par le point R' est alors la droite R'T. 
Il résulte de cette construction que, sur le tableau, la tangente, 
menée du point J à la courbe tracée sur le plan de front de 
l'échelle des largeurs, est aussi tangente à la perspective de cette 
courbe lorsque son plan est revenu dans sa position. 

Aux points M et N les tangentes à la courbe cherchée sont ver- 
ticales. 

Proposons-nous de mener à cette courbe la tangente qui est 
parallèle à une droite UV donnée sur le tableau. 

Si l'on trace sur le tableau des droites parallèles à UV, et parmi 
ces droites la tangente demandée, on aura des lignes qui sont les 
perspectives de droites convergentes en un même point du plan 
de front passant par l'œil, en supposant que toutes ces droites sont 
les perspectives de lignes situées sur le plan vertical MN. 

Cherchons ce que devient le point de convergence de toutes ces 
droites lorsque le plan vertical MN est amené à être de front. Pour 
cela, nous n'avons qu'à appliquer la construction précédente au 
point dont la perspective est à l'infini sur la droite UV. Ce point se 
projette sur le géométral en un point dont la perspeclive est à l'in- 
fini sur la droite MN. Menons la droite qui joint le point î à ce 
point à l'infini, c'est-à-dire menons par le point 5 une parallèle à la 
droite MN : le point I, où cette droite rencontre l'échelle des lar- 
geurs, est la perspective du point où MN perce le plan de front 
passant par l'œil, lorsque le plan vertical MN est amené de front. 
En élevant une verticale à partir du point I, nous avons une 
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droite qui doit contenir la perspective du point correspondant 
au point situé à l'infini sur UV ; mais ce point se trouve sur la 
droite $V qui joint le point d au point à l'infini sur UV, c'est-à- 
dire sur une parallèle à UV : nous aurons donc au point V la per- 
spective du point de convergence des droites tracées sur le plan 
vertical MN, lorsque ce plan est amené à être de front. 

Parmi toutes ces droites, se trouve la tangente que nous cher- 
chons. Cette droite est maintenant la tangente menée du point F 
à la courbe qui est dans le plan de front de l'échelle des largeurs ; 
elle rencontre la charnière xy en un certain point, et, en menant 
de ce point une parallèle à la droite UV, nous avons la tangente 
demandée. 

Telles sont les constructions dont l'ensemble est désigné sous le 
nom de méthode de la corde de l'arc. 

Nous pouvons remarquer qu'en exposant cette méthode nous 
avons trouvé la solution du problème suivant : Etant donnés une 
direction MN sur le géométral et les points principaux de fuite 
et de distance, construire le point accidentel correspondant à cette 
direction. Le point $ est, en effet, le point de dislance acci- 
dentel correspondant à cette direction MN, puisqu'il est le point 
de fuite de droites telles que SM qui détermine des segments 
égaux sur MN et sur une horizontale de front. 

Perspective d'une voûte d'arêtes. — Nous avons jusqu'à pré- 
sent résolu des problèmes relatifs aux lignes et aux plans ; nous 
allons prendre maintenant un problème relatif aux intersections de 
surfaces. Nous nous proposons de chercher la perspective d'une 
voûte que l'on désigne sous le nom de voûte d'arêtes. Celle dont 
nous nous occupons est formée par la rencontre de deux voûtes 
appelées berceaux en plein cintre, dont les intrados, c'est-à-dire 
les surfaces intérieures et apparentes de ces voûtes, sont des cylin- 
dres de révolution. Les axes de ces cylindres se rencontrent à angle 
droit et sont situés horizontalement dans ce qu'on appelle le plan 
de naissance de la voûte. Puisque les deux cylindres ont leurs axes 
dans ce plan de naissance et que leurs sections droites ont des 
rayons égaux, les intersections de ces cylindres sont des courbes 
planes dont les plans sont verticaux. 

\B {Jig. 56) étant la section droite d'un des cylindres, BC la 
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section droite de Tautre cylindre, il est facile de voir que les lignes 
d'intersection de ces deux cylindres de révolution sont des courbes 
planes qui se projettent suivant les diagonales du carré dont les 
côtés sont AB et BG. Ces lignes planes, qui dans l'espace sont des 
ellipses, reçoivent le nom de lignes d'arêtes de la voûte. 

Nous allons chercher la perspective d'une voûte d*arêtes, en sup- 
posant que les génératrices de l'un des cylindres qui forment l'in- 
trados de l'une des voûtes sont des horizontales de front et que 
les génératrices de l'autre cylindre sont des perpendiculaires au plan 
du tableau. 

AB [fig- 57) est un segment de front; nous supposons qu'il esl 
la projection sur le géométral du diamètre A'B' de la section droite 

Fiç. 56. 



du cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au tableau. 
Les génératrices de ce cylindre qui passent par les points A' et B' 
ont pour perspectives PA' et BF, et les perspectives des projections 
de ces droites sont PA et PB. Le cylindre, dont les génératrices 
sont des horizontales de front, a pour section droite, dans le plan 
vertical PA, une circonférence dont le diamètre, passant par A', a 
pour perspective A'C, dont la projection est AC, la droite AC ayant 
été déterminée de façon qu'on ait AC = AB. Achevons la perspec- 
tive du carré qui a pour côtés AC et AB; c'est la projection d'un 
carré dont la perspective est A'B'C'E'. 

Dans le plan de front AB, la section droite du cylindre dont les 
génératrices sont perpendiculaires au tableau est la circonférence 
décrite sur A'B' comme diamètre. Dans le plan de front CE, ce 
même cylindre a pour section droite la circonférence décrite 
sur CE' comme diamètre.* Les lignes d'arêtes se projettent sur le 
géométral suivant les diagonales AE, BC du carré ABCE; nous 
sommes amenés à chercher l'intersection du cylindre, qui a pour 
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section droite la circonférence A'B*, avec les plans verticaux AP- 
etBG. 

Cherchons, par exemple, la perspective de la ligne d'arêtes qui 
est projetée suivant BC. Coupons le cylindre par un pian horizon- 
tal : la trace de ce plan sur le plan de front AB est la parallèle CL' 
à A'B*. Ce plan rencontre le cylindre suivant deux génératrices qui 
ont pour perspectives les droites G'Pet L'P. 

Les projections de ces deux génératrices sur le géométral sont 

Fie. 57. 




les droites PG et PL; ces deux dernières lignes rencontrent !a 
ligne BC aux points M et N, qui sont les projections sur le géomé- 
tral des points de rencontre des génératrices PC, PL' avec le plan 
vertical BC. Nous avons donc, en menant les verticales MM', NN', 
les deux points M'N' de la ligne d'arêtes. La tangente en M' est la 
trace sur le plan de la ligne d'arêtes du plan tangent a» cylindre 
le long de la génératrice G*?, Construisons celte droite. Prenons 
les traces du plan tangent au cylindre et du plan de la ligne d'a- 
rêtes sur le plan de front CE' : ces droites sont la tangente RU et 
la verticale C'U ; elles se coupent en U, et UM' est la tangente en M'. 
On peut construire ainsi autant de points qu'on voudra de cette 
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ligne d'arêtes. En les réunissant, on a une courbe partant du 
point C tangentiellement à la verticale C'U, arrivant au point M' 
tangentiellement à LM', puis enfin au point B' tangentiellenoient 
à la verticale B'B. 

Proposons-nous de déterminer la tangente à cette courbe qui 
est parallèle à la ligne d'horizon, c'est-à-dire que nous voulons 
déterminer sur le tableau la tangente au point le plus élevé de 
cette courbe. 

La ligne d'arêtes étant l'intersection de deux cylindres, consi- 
dérons-la comme tracée sur le cylindre dont les génératrices sont 
des horizontales de front. Sur ce cylindre, nous avons ainsi une 
courbe plane, dont le plan ne passe pas par l'œil, puisque le 
plan de la courbe est le plan vertical BC Cette courbe rencontre 
tangentiellement la ligne de contour apparent du cylindre, qui est 
ici la trace sur le tableau du plan mené par l'œil tangentiellement 
à ce cylindre. Mais la ligne de contour apparent du cylindre est une 
parallèle à la ligne d'horizon: cette ligne de contour apparent est 
donc la tangente que nous nous proposons de construire. Toutes 
les lignes tracées sur ce cylindre, et qui sont, comme la ligne 
d'arêtes, des lignes planes dont les plans ne passent pas par l'œil, 
ont pour perspectives des courbes tangentes à la même ligne de 
contour apparent du cylindre. Parmi ces lignes, il y a la section 
droite du cylindre, qui est la circonférence décrite sur A! G comme 
diamètre. Si nous déterminons pour cette circonférence la tan- 
gente parallèle à la ligne d'horizon, nous aurons, d'après ce que 
nous venons de dire, la tangente que nous voulons construire 
pour la ligne d'arêtes. Le problème est donc ramené à celui-ci : 
Mener, à la perspective de la circonférence verticale décrite sur 
A! CI comme diamètre, une tangente parallèle à l'horizon. 

Pour cela, nous n'avons qu'à appliquer la construction que nous 
venons de donner en exposant la méthode de la corde de l'arc. 
Cette circonférence étant dans le plan vertical AC, nous pouvons 
construire sa perspective, en faisant tourner son plan autour de la 
verticale CC Après la rotation, le point A' vient en E', en même 
temps que le point A vient en E, et la corde de l'arc décrit par le 
point A est la droite AE; le point de rencontre D de AE avec la 
ligne d'horizon est alors le point de fuite de toutes les cordes des 
arcs décrits par les points du plan vertical AC ; après la rotation, la 
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perspective de la circonférence est la circonférence décrite sur CE' 
comme diamètre. 

Nous avons vu qu'il faut joindre le point D au point dont la per- 
spective est à l'infini sur AC, c'est-à-dire mener par le point D une 
parallèle à AC. Cette droite rencontre la ligne de front CE au 
point I; en élevant au point I la verticale II', on a V. Il suffit de 
mener par le point I' une tangente à la circonférence CE' : cette 
droite rencontre la charnière CC au point T; la parallèle menée 
du point T à la ligne d'horizon est la tangente cherchée. 

Il résulte de cette construction, puisque DI est parallèle à PA, 
que CI = PD, et alors la droite PI est parallèle à CB. Par suite, on 
peut déterminer le point I en traçant la ligne PI parallèlement à la 
diagonale CB; puis on relève le point I en I' sur la ligne d'horizon, 
et l'on achève la construction comme nous venons de le faire. 

Ces tracés, pour construire dans un plan vertical la tangente pa- 
rallèle à une droite donnée sur le tableau, reviennent à considérer 
le cylindre, dont les génératrices ont pour point de fuite le point D, 
qui contient la circonférence A'C et dont la trace sur le plan ver- 
tical CE est la circonférence décrite sur CE' comme diamètre. Au 
lieu d'employer un pareil cylindre, on peut faire usage du cylindre 
dont les génératrices sont perpendiculaires au tableau. On a ainsi, 
pour le même problème, une deuxième solution que je vais main- 
tenant indiquer. 

Nous voulons déterminer sur le plan vertical BC une tangente à 
la ligne d'arêtes dont la perspective est parallèle à la ligne d'hori- 
zon. Concevons sur ce plan vertical des droites qui, sur le tableau, 
sont parallèles à HH'. Toutes ces droites sont les perspectives de 
lignes passant par le point w, où le plan vertical BC rencontre l'ho- 
rizon talc de front menée par l'œil. Par ces lignes convergentes 
menons des plans perpendiculaires au tableau. Ces plans se cou- 
pent suivant la perpendiculaire au tableau menée du point w. Leurs 
traces sur le plan de front CE sont des droites convergentes en un 
point qui est la trace de cette perpendiculaire sur ce plan de front. 
Cherchonsce point, et, pour cela, construisons la perspective de la 
perpendiculaire abaissée de w sur le tableau et la perspective de la 
projection de cette droite sur le géométral. 

Cette dernière droite a pour perspective PI, puisqu'elle est per- 
pendiculaire au tableau et que la perspective de la projection de co 
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sur le géométral est à Tinfini sur CB. La perpendiculaire abaissée 
de (ù sur le tableau a elle-même pour perspective une droite qui 
se confond avec HH'. Le pied de la perpendiculaire au tableau, 
issue de w, sur le plan de front CE a alors pour perspective le 
point V. 

Parmi les lignes tracées sur le plan vertical CB et dont les per- 
spectives sont parallèles à HH', il y a la tangente demandée. Le 
plan mené par cette droite perpendiculairement au tableau est tan- 
gent au cylindre perpendiculaire au tableau. La trace de ce plan 
tangent sur le plan de front CE est tangente à la circonférence CE', 
et, d'après ce qui précède, elle doit passer par I'. Menons donc 
par ce point une tangente à la circonférence CE' ; cette droite ren- 
contre la verticale CC au point T : la parallèle à HH' menée de ce 
point est la tangente demandée. 

Le plan tangent au cylindre touche cette surface suivant la géné- 
ratrice PVW : le point W est alors le point de contact de la tan- 
gente TW avec la ligne d'arêtes, c'est-à-dire que le point W est le 
point le plus haut de cette courbe. 

Remarques. — Nous n'avons pas parlé des piliers que l'on voit 
sur la figure, parce qu'il est très-simple de les déterminer. 

Pour la facilité des explications, nous n'avons considéré qu'une 
ligne d'arêtes, mais pour la rapidité des tracés il est préférable de 
construire simultanément les deux lignes d'arêtes. 

Le même plan horizontal G'L' permet de construire quatre points. 
Pour éviter de tracer les circonférences A'B', CE', on emploie or- 
dinairement les circonférences d'entrée et de sortie de la voûte 
perpendiculaire au tableau. 

Les tangentes aux quatre points des lignes d'arêtes situés dans 
le plan horizontal G'L' se rencontrent en un même point S' de la 
verticale SS'. On détermine le point S' en construisant le point où 
la verticale SS' est rencontrée par le plan qui touche le long 
de PM'G' le cylindre perpendiculaire au tableau. On fait usage pour 
cela de la trace JS' de ce plan tangent sur le plan vertical PSS'. 

Nous ne j)rendrons pas d.'autre exemple relatif aux intersec- 
tions de surfaces, parce que nous allons avoir l'occasion d'en donner 
en cherchant à déterminer les ombres en perspective. 
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Lorsque le Soleil éclaire l'objet dont on recherche les ombres, 
on le considère comme étant à Tinfini. Sa perspective est un point 
au-dessus de la ligne d'horizon quand il est devant le spectateur; 
la projection de ce point sur le géométral est un point de la ligne 
d'horizon. 

Lorsque le Soleil est derrière le spectateur, comme il est au- 
dessus du plan d'horizon, sa perspective est au-dessous de la ligne 

Fig. 58. 



L'i 



L', N 



u. 



I " ^ \ 






d'horizon, et la perspective de sa projection sur le géométral est 
toujours un point de la ligne d'horizon. 

Ombres portées par une verticale sur le géométral. — Cher- 
chons l'ombre portée par la verticale M' M éclairée par unjlain- 
hleau placé de\^ant le spectateur et derrière le tableau. 

Le plan d'ombre de cette verticale a pour trace {fig» 58) la ligne 
qui joint le point M au point L, perspective de la projection du 
Hambeau sur le géométral. Nous limitons l'ombre portée, qui est 
un segment de la trace de ce plan d'ombre, en joignant le flam- 
beau U au point M'. Cette droite rencontre la ligne LM au point M< , 
et l'ombre portée est le segment MM|. 

Rapprochons le flambeau du géométral; plaçons-le en L', sur la 
verticale L'L: l'ombre portée va alors en augmentant. 

Lorsque le flambeau est venu au point L'^, de façon que sur le 
tableau iy2L= M'M, la droite L'^M' est alors parallèle à LM, et 
l'ombre portée est un segment indéfini sur le tableau. 

Lorsque le flambeau est au point L3, tel que M'Lj rencontre la 
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ligne d'horizon au point où LM rencontre celte même ligne d'ho- 
rizon, l'ombre portée a une longueur infinie dans l'espace. Si nous 
rapprochons davantage le flambeau jusqu'au point L'^, l'ombre 
portée a toujours une longueur infinie dans l'espace et l'on ne doit 
pas joindre le flambeau L', au point M' pour avoir une droite qui 
limite l'ombre portée. Le flambeau ne peut pas donner d'ombre 
portée située, par rapport à lui, du côté opposé au point éclairé; 
le point éclairé est M', il est placé sur le rayon lumineux qui part 
du flambeau dans une certaine direction, et Ton ne peut pas cher- 
cher son ombre portée dans la direction opposée sur le rayon 
lumineux. 

Examinons encore le même problème lorsque le flambeau est 
placé derrière le spectateur. 

Le flambeau, étant placé derrière le spectateur et au-dessus de 
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l'horizon, a pour perspective {fig' 5g) un point U au-dessous delà 
ligne d'horizon, et la perspective de sa projection sur le géométral 
est un point L au-dessus de laligne d'horizon. Dans ces conditions, 
l'ombre portée par la verticale M' M s'éloigne du spectateur; donc, 
en prenant la trace ML du plan d'ombre de la verticale, nous de- 
vons chercher l'ombre portée de la verticale sur la droite par- 
tant du point M et s'éloignant du spectateur, c'est-à-dire se rap- 
prochant de la ligne d'horizon. Nous limitons cette ombre portée 
en joignant le point M' au point L' ; ainsi l'ombre portée est ]VIM|. 
Nous pouvons, comme tout à l'heure, rapprocher le flambeau du 
géométral. Le flambeau venant au point L'^ , l'ombre portée estMMa, 
qui est un segment plus long que le segment MM| ; lorsque le 
flambeau est au point L^, tel que M'L^ passe par le point de fuite/ 
de la droite ML, l'ombre portée s'étend jusqu'à l'infini, puisqu'elle 
est limitée à l'horizon ; et si nous prenons un flambeau plus rap- 
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proche encore du géométral, en joignant le point M' au point L3, 
nous obtenons le point de rencontre de cette droite avec ML. 
Mais nous ne devons pas prolonger Tombre portée jusqu'en ce 
point; Tombre portée ne pouvant pas dépasser la ligne d'horizon. 
Lorsque le rayon lumineux est parallèle au plan du tableau, la 
recherche de l'ombre portée par la verticale MM' est très-simple : 
il suffit de mener par le point M une horizontale de front et de 
prendre le point de rencontre M| de cette droite avec la parallèle 
au rayon lumineux menée par le point M'; on a alors immédiate- 
ment MM|, qui est l'ombre portée sur le géomélral par la verti- 
cale MM' éclairée par des rayons lumineux parallèles au plan du 
tableau. 

Fig. 60. 




Ombre portée par une verticale sur un plan oblique. — Cher- 
chons maintenant l'ombre portée par une verticale sur un plan 
oblique. 

I^ trace du plan donné sur le géométral a pour perspective 
ijig' 60) la droite EC, et ce plan est limité par cette trace et par 
une horizontale B'A' qui se projette sur le géomélral suivant la 
droite FA. La verticale dont nous allons chercher l'ombre portée 
sur ce plan est MM'; le point lumineux est le soleil S' supposé placé 
derrière le spectateur. 

Employons la méthode des projections obliques pour déterminer 
l'ombre portée parla verticale sur l'horizontale A'B'; cherchons les 
ombres portées de ces deux lignes sur le géométral. L'ombre portée 
par la verticale est sur la droite MS ; l'ombre portée par l'horizon- 
tale A'B' est une horizontale dont il nous suffit de construire un 
point. Pour cela, prenons l'ombre portée par le point A'; joignons 
le point S au point A, le point A' au point S'; nous obtenons A| 
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qui est l'ombre portée par le point A'. L'horizontale FA' a alors 
pour ombre portée FA| . 

Cette droite rencontre MS au point G| y et en joignant le point G i 
au point S' nous obtenons le point G, qui est l'intersection avec A'B' 
du rayon lumineux qui rencontre aussi la verticale. Enjoignant le 
point G au point I, nous obtenons une droite IG, qui est la trace 
sur le plan donné du plan d'ombre de notre verticale. L'ombre 
portée par le point M' est sur le rayon lumineux M'S', et, comme 
cette droite rencontre la droite IG entre le point I et le point G, le 
point d'intersection M| est l'ombre portée par le point M' sur le 
plan donné. L'ombre portée parla verticale MM' est donc MI sur le 
géométral et IM| sur le plan oblique. 
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NEUVIÈME LEÇON. 

OMBRES EN PERSPECTIVE (fin). 
EFFETS DE PERSPECTIVE. 

Ombre d'un cylindre posé sur le géométral. — Ombre dans rintérieur d'une Toùto. — 
Effets de perspective, — Problème inverse de perspective. — Restitutions comparées. 
— Choix du point de vue. 



Ombre d'un cylindre posé sur le géométral. — Un cylindre est 
[fosé sur le géométral; il est éclairé par le soleil placé dex^ant le 
spectateur : on demande les lignes d'ombre sur ce cylindre et 
son ombre portée sur le géométral. 

F (/ig' (>i) est le point de fuite des génératrices du cylindre 
donné, qui est limité à deux plans verticaux parallèles. On donne 
la trace de ces plans sur le géométral et leur ligne de fuite. La per- 
spective du soleil est au point S'. 

Pour déterminer la ligne d'ombre sur le cylindre, nous avons îi 
construire des plans tangents au cylindre parallèlement aux rayons 
lumineux dont le point de fuite est S'; ces plans tangents, conte- 
nant des génératrices du cylindre, ont pour ligne de fuite une 
droite qui passe par le point F, et, comme ces plans sont parallèles 
aux rayons lumineux, cette ligne de fuite est la droite FS'. Ces 
plans tangents rencontrent le plan de Tune des bases du cylindre 
suivant des tangentes à cette base; ces droites ont pour point de 
fuite le point de rencontre de la ligne de fuite des plans tangents 
avec la ligne de fuite du plan de cette base, c'est-à-dire le point f . 
Nous aurons donc les traces des plans d'ombre sur le plan de la 
base en menant du point 9 des tangentes à la courbe de base du 
cjlindre. Appelons A', B' les points de contact de ces tangentes; 
les lignes d'ombre passent par ces points de contact, et, comme ce 
sont des génératrices du cylindre, elles ont pour point de fuite 
le point F. On obtient donc les lignes d'ombre sur le cylindre en 
joignant le point F aux points A' et B'. 
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La ligne d'ombre qui passe par le point A' a pour ombre portée 
sur le géoroétral une des droites qui limitent l'ombre portée par le 
cylindre sur ce géométral ; cette droite est la trace, sur le géomé- 
tral.du plan d'ombre qui contient FA'. Nous obtenons cette droite 
en joignant le point F au point a, où la ligne f A' rencontre la trace 
Ta du plan de la courbe de base du cylindre sur le géométrai. Pour 
avoir la portion de cette droite qui est utile, nous n'avons qu'à la 
limiter aux points où elle est rencontrée par les raj'ons lumineux 
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qui passent par les points A' et A", extrémitës de la ligne d'ombre 
sur le cylindre. A", A', sont les extrémités de la portion utile de 
cette droite. De môme pour ia ligne d'ombre qui passe par le 
point l^; son ombre portée est limitée au point B',. Entre le 
point A', et le point ff, nous avons l'ombre portée par l'arc de 
courbe A'M'B". 

Construisons un point de cette courbe d'ombre portée et la tan- 
gente en ce point. 

Prenons, par exemple, le point M' projeté en M sur le géométrai. 
Joignons le point S au point M, le point S' au point M'. Ces deux 
droites se rencontrent au point Rr,, qui est l'ombre portée sur le 
géométrai par le point M'. 

Pour avoir la tangente en ce point à la courbe d'ombre portée, 
menons au point M' la tangente M'T à la courbe de base du cy- 
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lindre ; cette droite rencontre la trace du plan de cette courbe au 
point T ; la ligne TM', est la tangente en M', à la courbe d'ombre 
portée. Cette courbe est, du reste, tangente à la droite menée du 
point S' tangentiellement à la courbe de base du cylindre ; elle est 
tangente aussi en A', et K, aux lignes d'ombre portée que nous 
avons déterminées tout à Theure. Nous pouvons donc tracer cette 
courbe ; nous obtiendrons de même Tombre portée à l'autre extré- 
mité du cylindre, et nous aurons ainsi achevé l'ombre portée sur 
le géométral. 

Ombre dans rintérieur d'une voûte. — L'intrados de la voûte 
est formé par un cylindre de révolution dont les génératrices sont 
perpendiculaires au plan du tableau. A'B' {fig- 62) est le diamètre 
horizontal de la courbe de tête de la voûte ; CE' est le diamètre ho- 
rizontal de la courbe de tête de la voûte située à une distance plus 
grande du spectateur que la courbe décrite sur A'B' comme dia- 
mètre. 

Nous allons prendre un flambeau placé au delà de la voûte, et 
alors plus éloigné du spectateur que la voûte elle-même. La per- 
spective de ce flambeau est au point L' et la perspective de sa pro- 
jection sur le géométral est en L; les rayons lumineux éclairent 
la voûte en entrant par l'ouverture E'C'EC. 

La verticale CCI a pour ombre portée la trace du plan d'ombre 
qu'elle détermine avec le flambeau. La trace de ce plan d'ombre sur 
le géométral est CC| ; sur le plan vertical EB, c'est la verticale C| 71 . 
Le point y^ est l'ombre portée par le point 7, de la verticale CC, 
qui se trouve à la rencontre de cette droite avec le rayon lumi- 
neux L'yi . Nous avons donc déjà l'ombre portée par la verticale Cy. 

(Cherchons l'ombre portée à l'intérieur du cylindre par la ligne 7 C 
et l'arc de la courbe de tête du cylindre d'intrados. Parlons d'abord 
de l'ombre portée par l'arc de cette courbe de tête qui part du 
point C. Cette courbe donne lieu à un cône d'ombre dont le som- 
met est au point \Jj et son ombre portée dans l'intérieur de la 
voûte est l'intersection de ce cône avec l'intrados de la voûte. Nous 
sommes ainsi conduits à chercher l'intersection d'un cône et d'un 
cylindre qu'on peut considérer comme ayant pour base commune la 
demi-circonférence de cercle décrite sur CE' comme diamètre. 

Avant d'effectuer les tracés, nous allons d'abord démontrer que 
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rctte courbe d'ombre portée est une ligne plane, et, comme il s'agit 
ici d'un cône ei d'un cylindre du second degré, nous allons faire 
\'oir d'une manière générale que, lorsque deux surfaces du second 
degré se coupent suivant une ligne plane, la portion restante de 
leur intersection est une ligne plane. 

Cette propriété, relative à l'intersection de deux surfaces du se- 
cond degré, s'énonce souvent ainsi : 

Lorsque la courbe d'entrée est plane, la courbe de sortie l'est 
aussi. 




l'our construire des points appartenant à la ligne d'intersection 
de deux surfaces du second degré, on coupe par un plan. Ce plan 
rencontre chacune des surfaces suivant une conique; les points de 
rencontre de ces coniques appartiennent à la ligne d'intersection 
cherchée. Ces points sont au nombre de quatre : nous voyons donc 
que la ligne d'intersection de nos deux surfaces rencontre en gé- 
néral un plan en quatre points. 

Puisque nous supposons que nos deux surfaces se coupent déjit 
suivant une ligne plane, qui rencontre alors le plan sécant en deux 
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poinlSy nous voyons que la partie restante de rîntersectîon ren- 
contre ce plan en deux points seulement. Cette partie restante est 
donc ou une conique ou Tensemble de deux droites. 

Pour faire voir que cette partie restante n'est pas Tensemble de 
deux droites y nous allons prouver que, si deux surfaces du se- 
cond degré se coupent siài^ant deux droites, la partie restante se 
compose aussi de deux droites. Quand nous aurons démontré cette 
propriété, nous aurons bien fait voir que nos deux surfaces, se cou- 
pant suivant une ligne plane, ne peuvent pas se couper en outre 
suivant deux droites, car il s'ensuivrait, si nous supposions qu'elles 
se coupent suivant deux droites, que la première partie de Tinter- 
section se composait de deux droites, ce qui est contraire à notre 
hypothèse. 

Des droites A et B sont les intersections de deux surfaces du se- 
cond degré. Prenons un point M de la partie restante de l'intersec- 
tion des deux surfaces; par ce point, menons une droite Mab qui 
rencontre A. et B. Il n'y a ainsi qu'une droite, et il y en a toujours 
une seule quand les droites A et B ne sont pas dans le même plan. 
IjaL droite Mab rencontre chacune des surfaces au point M par hypo- 
thèse, puis aux points a et i, où elle rencontre A et B ; elle a donc 
avec chacune des surfaces trois points communs ; donc elle est tout 
entière sur chacune des surfaces et elle fait partie de leur intersec- 
tion. Nous pouvons prendre maintenant un autre point de la partie 
restante et reproduire le même raisonnement. Nous voyons ainsi 
que les deux surfaces, se coupant déjà suivant les droites A et B, se 
coupent en outre suivant deux autres droites, et, d'après la re- 
marque que nous avons faite précédemment, puisque nous suppo- 
sons que nos deux surfaces du second degré se coupent suivant 
une ligne plane, la partie restante est donc plane aussi. 

Revenons à notre problème d'ombre. 

Nous avons à déterminer l'intersection d'un cône dont le sommet 
est en U (Jig. 62) avec un cylindre dont les génératrices ont pour 
point de fuite le point P. Par le sommet du cône, menons une 
droite parallèle aux génératrices du cylindre ; sa perspective est PL', 
et la perspective de sa projection est PL. Cette droite rencontre le 
plan de la base du cône et du cylindre en un point V. 

Par la droite PF nous allons faire passer des plans auxiliaires; 
l'un de ces plans a pour trace sur le plan delà base une droite FM'N' 
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menée à partir du point F. Ce plan sécant auxiliaire coupe le cy- 
lindre suivant deux génératrices qui ont pour perspectives PM', PN'. 
Il coupe également le cône suivant deux génératrices qui ont pour 
perspectives L' M', UN'. Les points de rencontre M,, N| de ces gé- 
nératrices du cône et du cylindre appartiennent à Fintersection de 
ces surfaces. Le point M| est seul utile au point de vue de la ques- 
tion d^ombrCy il est au delà du point M' par rapport au point lumi- 
neux : il est l'ombre portée par le point M' dans Tintérieur du cy- 
lindre; tandis que le point N| est placé entre le flambeau et le 
point N' et n'est pas l'ombre portée par ce point N'. 

Pour avoir la tangente au point M| à la ligne d'ombre portée dans 
l'intérieur du cylindre, nous n'avons qu'à chercher l'intersection 
du plan tangent au cône le long de la génératrice L'M' avec le plan 
tangent au cylindre le long de la génératrice PN'. Ces plans tan- 
gents ont pour traces y sur le plan de la base de ce cône et de ce 
cylindre, les tangentes à cette courbe de base aux points M'et N'; ces 
deux droites se coupent au point T, et la ligne TM| est la tangente 
à la ligne d'ombre portée. 

Si nous prenons comme plan auxiliaire celui qui a pour trace sur 
le plan de la base la tangente menée du point Vk cette courbe de 
base, nous obtiendrons le point de contact G, qui est le point de 
rencontre de cette courbe avec la ligne d'ombre portée dans l'in- 
térieur du cylindre. 

Nous ne pouvons pas déterminer la tangente au point G à cette 
ligne d'ombre portée par l'intersection des plans tangents, puis- 
qu'on ce point le cône et le cylindre ont le même plan tangent: 
c'est le plan déterminé par la ligne GV et par la droite l'P. 

Pour construire la tangente au point G à la ligne d'ombre portée, 
nous n'avons qu'à prendre, sur ce plan tangent commun au cylindre 
et au cône, la trace du plan de la courbe d'ombre portée. Le plan 
de la courbe d'ombre portée rencontre suivant la droite M|N| le 
plan auxiliaire que nous avons employé précédemment; le plan 
de la courbe d'ombre portée rencontre donc la droite PI' au point R, 
où la ligne M|N| rencontre cette droite. Mais le point R est un 
point du plan tangent commun au cône et au cylindre; il en est de 
même du point G; donc la droite RG est la trace du plan de la 
courbe d'ombre portée sur le plan tangent en G au cône et au cy- 
lindre : c'est donc la tangente cherchée. 
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Nous pouvons maintenant partir du point G tangentiellemcnt a 
la droite que nous venons de construire, arriver en M| tangentiel- 
lement à TMj et enfin au point y% tangentiellement àytd. La 
courbe d'ombre portée que nous traçons ainsi d'une façon con- 
tinue entre le point M} et le point 71 s'obtient de la même manière, 
qu'il s'agisse de points provenant de l'arc CE' ou de points prove- 
nant de la droite C'y. 

On voit bien maintenant quelle est la partie éclairée, et l'on peut 
indiquer par des hachures le contour de l'ombre portée. 

Nous avons terminé ici ce qui est relatif à la recherche de la per- 
spective d'un ensemble accompagné des ombres. 
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Problème inverse de perspective. -— Comme nous l'avons fait 
remarquer en commençant l'étude de la perspective, une figure 
tracée sur le tableau est la perspective d'une infinité de figures de 
l'espace. Le problème inverse de la perspective, c'est-à-dire celui 
qui consiste à revenir à l'objet de l'espace par la connaissance seule 
de celte figure tracée sur le tableau, est donc un problème complè- 
tement indéterminé. 

Nous allons montrer comment, en tenant compte de la nature 
des objets représentés, on peut, dans certains cas, revenir aux 
éléments qui suffisent pour reconstruire les figures géométrales. 

Les éléments à retrouver sont la ligne d'horizon et les points 
principaux de fuite et de distance. La direction de la ligne d'horizon 
est, en général, connue par la perspective des lignes verticales re- 
présentées sur le tableau ; il suffit de prendre une droite perpendi- 
culaire à la direction des verticales représentées pour avoir la direc- 
tion de la ligne d'horizon. 

Lorsqu'on a un édifice, on peut admettre que les grandes arêtes 
figurées sur le tableau sont des droites horizontales, et, en pre- 
nant les arêtes correspondant à une même façade, on a des hori- 
zontales parallèles dont le point de rencontre est sur la ligne 
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(Thonzon. Ce point de rencontre détermine donc un point de la 
ligne d'horizon, et, comme on a la direction de cette droite, elles<* 
trouve ainsi déterminée. 

On a encore un point de la ligne d'horizon, si Ton connaît 
une horizontale sur laquelle sont portés des segments égaux. Par 
un point de cette horizontale on mène une parallèle à la direction 
de la ligne d'horizon ; à partir de ce point on porte sur cette droite 
de front des segments égaux, et l'on joint ces points aux points 
marqués sur l'horizontale oblique : on a ainsi les perspectives de 
lignes parallèles entre elles qui doivent concourir en un môme point 
de la ligne d'horizon. Connaissant ce point, cette droite est alors 
déterminée. 

Montrons comment, dans certaines circonstances, on peut re- 
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trouver les points principaux de fuite et de distance. On a sur k* 
tableau, par exemple, deux édifices terminés chacun par deux murs, 
et nous supposons que ces murs se rencontrent à angle droit. La 
ligne d'intersection pour deux des murs est la droite AA' {/ig- 63) ; 
pour les deux autres murs, c'est BB'. Par le point A menons des pa- 
rallèles aux traces des deux murs qui se coupent suivant BB', c'cTst-à- 
dire des parallèles aux droites Uf, \if' ; pour cela, nous n'avons 
qu'à joindre le point A aux poinls^'et/'. Nous avons maintenant 
au point A deux angles droits ayant même sommet. Menons une 
horizontale de front; cette droite rencontre les murs qui se coupent 
suivant AA' aux points i et 2, et les droites Af et Xf aux points 3 
<»t 4. Kclevons le géométral autour de la droite de front i-4 \ comme 
l'angle 1 A 2 est un angle droit, après le relèvement, le point A se 
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Irouvera sur la circonférence décrite sur 1-2 comme diamètre. 
Comme l'angle 3 A4 est droit, le même point A se trouvera sur la 
circonférence décrite sur 3-4 comme diamètre. 

Le point A doit donc être relevé au point A|, intersection de ces 
deux circonférences. Abaissons du point A{ la perpendiculaire A| a 
sur 1-4 » quand nous ramenons le géométral dans sa première po- 
sition, cette perpendiculaire devient une perpendiculaire au plan 
du tableau, et sa perspective A a rencontre alors la ligne d'horizon 
au point principal de fuite P, qui se trouve ainsi déterminé. Por- 
tons à partir du point a sur Thorizontale de front un segment a A', 
égal à aAi; la droite AA'^ rencontre la ligne d^horizon au point 
principal de distance D. 

Prenons un autre exemple. On a sur le tableau une ellipse que 
l'on sait être la perspective d'une circonférence de cercle : on 
demande les points principaux de fuite et de distance. 

Menons à cette courbe des tangentes parallèles à la ligne d'hori- 
zon ; la corde de contact rencontre la ligne d'horizon au point prin- 
cipal de fuite. De ce point menons des tangentes à Tellipse figurée 
sur le tableau ; ces droites et les premières forment un carré cir- 
conscrit dont les diagonales rencontrentla ligne d'horizon aux points 
principaux de distance. 

Ainsi, dans bien des cas, on peut retrouver les points principaux 
de fuite et de distance et revenir alors de la perspective à l'objet 
de l'espace. C'est ce qu'on appelle faire une restitution. 

Restitutions comparées. — Lorsque l'on se place devant un ta- 
bleau, cette restitution se fait à simple vue ; mais elle varie suivant 
la position que l'on occupe. Si l'on se met exactement au point de 
vue^ on est conduit à faire une restitution exacte; sinon il y aura 
des modifications introduites. 

Nous allons chercher la nature de ces modifications en compa- 
rant deux restitutions d'une môme perspective. Nous admettons 
qu'on est naturellement conduit à restituer une verticale suivant 
une droite verticale. 

Nous avons sur le tableau {fig» 64) un point M' dont la projec- 
tion sur le géométral est au point M. En nous plaçant d'abord au 
point Of, la restitution du point M est le point de rencontre mi do 
la droite 0|M avec le géométral, et le point de l'espace se trouve 
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sur la droite 0| M' et sur la verticale élevée du point /Hi, par con- 
séquent au point m', . 

Prenons une seconde position de l'œil; plaçons-le au point Oj. 
Le point M se trouve restitué au point m2j point de rencontre 
de O2M avec le géométral. Nous pouvons remarquer tout de suite 
que la droite mi m2 passe parle point R, qui est le point de ren- 
contre de la ligne 0|02 avec le géométral prolongé. Le point M' pour 
la position O2 de Toeil est restitué en m'^ sur la verticale m^ et sur 
le rayon visuel O2M'. 

La droite m\m\ étant la droite d'intersection du plan ver- 
tical irit nio qui contient le point R et du plan M'Oi O2 qui contient 
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aussi ce point, cette droite passe par le point R. Nous pouvons 
alors faire la remarque suivante : Les deux restitutions d'uii 
même point de l'espace sont siw des droites com^ergentes en un 
même point. 

Prenons une droite. La perspective de la projection de cette 
droite est MN; la perspective de la droite elle-même est M'N'. En 
prenant le point N sur la ligne de terre, ce point est lui-même res- 
titué en N ; de même pour le pointN': le point N', étant sur le tableau, 
est toujours restitué en N', quelle que soit la position de l'œil. La 
droite M'N' est toujours restituée suivant une droite, parce que la 
restitution de sa projection sur le géométral est d'abord une droite 
et que la restitution dans l'espace est l'intersection du plan vertical 
mené par cette droite et du plan perspectif. Dès lors, la droite M'N' 
est restituée en m\ N'pour la première position de l'œil et en m'jN' 
pour la seconde position de l'œil, et nous voyons que les deux 
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restitutions d'une même droite sont deux droites qui se coupent 
sur le plan du tableau. 

Puisqu'une droite est restituée suivant une droite, un plan est 
restitué suivant un plan, et, la trace d'un plan sur le tableau étant 
une droite qui ne change pas avec la position de l'œil, on voit que 
deux plans restitués d'un même plan se coupent suiv^ant une droite 
du tableau. En résumé, pour les figures du géométral, les points 
correspondant à un même point sont sur des droites convergentes ; 
les droites restituées d'une même droite se coupent sur la ligne 
de terre ; donc les deux restitutions des figures tracées sur le géo^ 
métrai sont deux figures homologiques. Le centre d'homologie est 
le point R; l'axe d'homologie est la ligne de terre. 

Pour les figures de l'espace, les points correspondants sont sur 
des droites qui passent par le point R, les droites restituées 
d'une même droite se coupent sur le plan du tableau, les plans eux- 
mêmes se coupent suivant des droites du tableau. Les deux restitu- 
tions sont alors ce qu'on appelle des figures homologiques dans 
l'espace. 

Ces restitutions jouissent des propriétés des figures homolo- 
giques. Nous ne nous occuperons pas de ces propriétés; maison 
peut remarquer, par exemple, que, si l'une des figures est inscrite 
dans un cône, la figure homologique est inscrite dans le même cône. 
L'ensemble des remarques que nous venons de faire nous donne 
la nature des variations produites dans les restitutions. 

Lorsqu'on se place devant un tableau et que, partant d'une pre- 
mière ppsition, on marche vers la gauche de la position qu'on 
occupe, les restitutions des points semblent s'avancer vers la droite, 
et les droites et les plans paraissent tourner. Les figures de front 
restent des figures de front. Les horizontales restent des hori- 
zontales si l'œil reste toujours dans le plan d'horizon; mais, si l'œil 
sort du plan d'horizon, les horizontales s'inclinent et les rapports 
des segments, mesurés sur ces droites, se trouvent changés. Il esl 
donc important, lorsqu'on examine un tableau, de placer l'œil dans 
le plan d'horizon. C'est pourquoi, lorsqu'un tableau est à une cer- 
taine hauteur au-dessus du spectateur, on l'incline de façon que 
l'œil de ce spectateur puisse se placer dans le plan d'horizon du ta- 
bleau . 

Puisqu'une droite se trouve restituée suivant une droite, quand 
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kIIc passe une fois par l'ccîl du speclateur, elle y passe toujours. 
C'est ainsi qu'on explique pourquoi, lorsque sur le tableau une 
droite est représentée par un seul point, elle parait coostammeni 
se diriger vers la personne qui regarde le tableau. 

Puisque li^s droites sont restituées suivant des droites, les plans 
suivant des plans, les omlires sont toujours exactes, quelle que soit 
Ib position de l'œil devant le tableau. Du reste, un peut remar- 
quer, en se reportant aux constructions qui ont élê faites pour 
la recherche des ombri-s, que les points de distance n'ont pas été 
employés. 

I^s modifications les plus profondes qu! proviennent des restitu- 
tions sont relatives aux surfaces courbes. 

Une sphère est représentée par une circonférence de cercle si 1a 
droilequi joint ra;il à son centre est perpendiculaire au plan du 
tableau. Si l'on ne se place pas evaclcuieul dans la position où celle 
sphère a été déterminée en perspective, la restitution ne se fera plus 
suivant une sphère : elle se fera suivant une surface homologiqw 
d'une sphère. 

Des colonnes équidistantes et de même diamètre devraient être 
représentées entre des droites parallèles distantes l'une de l'aulrc 
d'intervalles dilTérents. 11 en résulterait alors que, suivant ta posi- 
tion de l'œil, la restitution ne se ferait pas suivant des colonnes dt 
dimensions égales. Pour éviter ces restitutions inexactes, les pein- 
tres, suivant leur expression, trichent; ils ue font pas une perspec- 
tive exacte, afin de permettre au spectateur d'opérer une restitution 
aussi approchée que possible. 

Terminons ce qui est relatif aux restitutions en disant un mol il>> 
la position du point de vue. 

Choix du point de vue. — La hauteur de l'œil au-dessus du sul 
dépend de la plus ou moins grande étendue qu'on veut apercevoir. 
Le point principal de fuite est à peu près au milieu de la ligne d'ho- 
rizon ; quelquefois on le déplace un peu en le portant vers le poiai 
où l'on veut attirer l'attention du spectateur. La distance, comiii<' 
nous l'avons déjà dit, est variable ; elle est comprise entre une foi» 
la largeur du tableau et trois fois cette largeur. 

Les petites distances ont l'inconvénient d'atlérer beaucoup Ir: 
contours apparents des surfaces courbes qui sont placées près du 
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cadre du tableau, et alors les restitutions ne sont pas exactes si 
Tcril n*est pas à la position qu'il doit occuper. 

IjCS grandes distances ont Tinconvénient de réduire les lignes 
fuyantes. 

II y a donc lieu, lorsqu'on veut établir une perspective, de faire 
des essais pour donner à Toeil la position qui convient le mieux 
selon l'objet que l'on doit représenter. 
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PERSPECTIVE CAVALIÈRE. 

DéGnitions : ligne fuyante, projetante. — Angle d'une projetante avec le tableau. r~ 
Amener un plan à être de front. — Perspective d'une perpendiculaire à un plan, 
d'une circonférence horizontale, d'une surface conique, d'une surface cylindrique, 
d'une sphère. 



Définitions : ligne fuyante, projetante. — La perspective cava- 
lière d'un objet est là projection oblique de cet objet sur un plan de 
front. 

Nous allons faire dériver la perspective cavalière de la perspective 
conique en supposant que Tocil du spectateur s'éloigne indéfiniment 
sur un ravon visuel. 

Reprenons la figure à laquelle nous sommes arrivés lorsque nous 
avons déterminé la perspective d'un point, le géométralet le tableau 
étant à la même échelle. Soit P {fig' 65) le point principal de fuite; 
( <jM est alors la perspective d^une perpendiculaire au tableau ; CE 
«'Si égal à Téloignement du point M. 

Supposons que Tœil s'élève à l'infini sur le rayon visuel qui 
passe par le point M ; le point P s'élève alors à l'infini sur la 
droite MP, en même temps que le point D, et la ligne d'horizon 
s'élève en restant parallèle à elle-même. Lorsque l'œil est à l'infini, 
les droites qui se dirigeaient vers les points P et D sont devenues 
des droites parallèles, l'une à la direction MP, l'autre à la direc- 
tion MD, et alors, pour un point N, on a une parallèle NC et une 
parallèle NE' a ces droites; CE' est l'éloignement du point N. 

Pour déterminer la perspective d'un point tel que N, nous avons 
besoin de connaître la direction de la ligne d'horizon ou d'une 
verticale, la direction d'une droite telle que C'N et la direction 
d'une droite telle que NE'; la droite C'N, qui est la perspective d'une 
perpendiculaire au plan du tableau , prend le nom de ligne 
fuyante. 
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Au lieu dMndiquer la direction NE' ou donne le rapport 

qu'on appelle rapport de réduction ; c'est le rapport qui existe 

entre la longueur qu'il faut porter sur la ligne fuyante, pour avoir 

la perspective du point, et l'éloignement de ce point dans l'espace. 

Le rayon visuel prend le nom de projetante ; toutes les proje- 
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tantes sont des droites parallèles entre elles et chacune d'elles n'a 
pour perspective qu'un seul point. Ainsi, N représente la perspec- 
tive de tous les points de la projetante passant par ce point. 

En élevant l'œil jusqu'à l'infini, nous nous plaçons nécessaire- 
ment au-dessus de tous les objets à représenter; les figures qu'on 
obtient alors sont les figures d'objets vus en dessus. Si l'on prend 
pour ligne fuyante une ligne ayant une direction telle que C'N, 
le point N étant plus éloigné du spectateur que le point C, le ré- 

Fig. 6G. 
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sultat de la perspective est alors une figure vue en dessus. Si, au 
contraire, on prend une ligne fuyante ayant la direction i-a ou la 
direction 3-4, on obtient une figure représentant les objets comme 
s'ils étaient vus en dessous. 

Par exemple, en prenant pour ligne fuyante la direction C'N, un 
cube est représenté comme on le voit fig. 66 , et l'on aperçoit la 
face du cube qui est à la partie supérieure. Si l'on prend comme 

8 
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ligne fuyante la direction 1-2, la perspective du cube est donnée 
par la^ig^. 67, et l'on aperçoit la face inférieure du cube. 

La perspective cavalière d'un objet n'est pas modifiée quand on 
transporte le tableau parallèlement à lui-même. 



Fig. 67. 



\ 



Angle d'une projetante avec le tableau. — Reprenons (Jig. 66) 
un cube dont une face est do front. Le point de l'espace dont la 
perspective est C est à l'extrémité du côté du cube partant de Bel 
perpendiculaire à ABEG. Ce côté a pour perspective la droite BC. 
Cette droite représente aussi la perspective d'une ligne quelconque 
du plan projetant le côté du cube; elle peut être considérée comme 
la perspective delà trace de ce plan projetant sur le plan de front 
ABEG. Faisons tourner ce plan projetant autour de cette trace pour 
l'amener à être de front. Après la rotation, le côté du cube partant 
de B et perpendiculaire au tableau a pour perspective le segment BC|, 
perpendiculaire à BC et égal à AB. La projetante«passant par le 
point C est alors rabattue en CC| et l'angle BCC| est l'angle de- 
mandé. 

Amener un plan à être de front. — Nous ne reprendrons pas les 
problèmes élémentaires que nous avons résolus dans la perspective 
conique. Les solutions en perspective cavalière sont très-simples; 
ainsi, par exemple, si l'on demande de partager un segment de 
droite en parties proportionnelles à des segments donnés, on effec- 
tuera sur la perspective cette division en parties proportionnelles, 
puisque les projetantes sont des droites parallèles entre elles. Nous 
traiterons seulement le problème : 

Amener un plan à être de front. 

Prenons un plan de front xz [Jig. 68), la droite Os qui corres- 
pond à la direction d'une verticale, la droite 0.r qui correspond 
ù la direction d'une horizontale; la droite Oy étant une perpendi- 
culaire aux deux droites Ox, Oz donne la direction des lignes 
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fuyantes. Si nous ajoutons <|ue le rapport de réduction est ^, nous 
avons tous les éléments nécessaires pour effectuer la perspecUve. 
Prenons ta trace du plan donné sur le plan des xz et sur le plan 
des xy. La droite du plan qui sert de charnière est parallèle au 
|>lan de front xz, par conséquent parallèle à la trace du plan donné 
i\it ce plan de front. En menant une droite du plan telle que CE et 
en prenant un point M sur cette droite, on a un point du plan 

Projetons la droite CE sur le plan de front qui contient la char- 
nière; pour cela, menons par le point E une parallèle Ëe à l'axe 
iles^. Cette droite rencontre en e la trace, sur le plan xy, du plan 

Fie. 68- 




de front qui contient la charnière. En joignant le point C au 
point e, on a la projection de la droite CE sur ce plan de front, et, 
en menant à partir du point M une parallèle M m aux lignes fuyantes, 
on a une droite qui rencontre Ce au pied m de la perpendiculaire 
abaissée du point M sur ce plan Je front. Abaissons maintenant du 
point m la perpendiculaire tnu. sur la charnière : M/ia est, par suite. 



perpei 



idiculaire à celte droite. 



Lorsque le plan donné tourne de manière à être amené de front, 
uM vient sur la perpendiculaire m^ prolongée, ù une distance du 
point ft égale à la longueur de M^. Cherchons la longueur de ce 
segment de droite ; faisons tourner le plan du triangle Mmp autour 
lie la droite de front m\i. jusqu'à ce qu'il soit de front. Après la 
rotation, le côté Mm vient sur la perpendiculaire élevée en m à la 
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droite m p. ; le point M vient en M', ce point M' étant tel que 
M' m = 2 Mm. En joignant le point M^ au point [x, on a une droite 
dont la longueur est égale à la longueur de M/x; il suffit alors de 
porter /xM' depuis le point /x jusqu'au point Mi^ et Ton a au 
point M| le relèvement du point M. 

La droite MM| est la corde de l'arc décrit par le point M. Con- 
naissant la droite MM i et la droite Mii, il est facile de relever un 
autre point du plan. Soit N un point à relever. De ce point abaissons 
une perpendiculaire sur la charnière ; nous n*avons, pour cela, qu*à 
mener une parallèle Nv à M/x. Au point v élevons une perpendicu- 
laire à la charnière, et menons à partir du point N une parallèle à 
la corde MM| : cette droite rencontre la perpendiculaire menée du 
point V au point N|, qui est le relèvement du point N. 

Par une construction inverse de celle qui donne le relèvement 
d'un point N|, on revient d'un point relevé à la perspective de ce 
point quand le plan est ramené dans sa position. 

Perpendiculaire à un plan. — Si l'on demande la perpendicu- 
laire au plan menée par le point M, on élèvera au point M^ uue 
perpendiculaire à la droite M'/x, on prendra le point où cette per- 
pendiculaire rencontre m/x, et l'on joindra ce point au point M. 

Perspective d'une circonférence horizontale. — Faisons tourner 
le plan de cette circonférence autour du diamètre de front donné AB 
iJ'S' ^h)) pour amener son plan à être de front. Après la rotation, 
cette courbe a pour perspective une circonférence décrite sur AB 
comme diamètre. Nous devons maintenant ramener les points de 
cette circonférence pour avoir l'ellipse cpii en est la perspective. 

Prenons un point M| sur cette circonférence; abaissons du pointMi 
une perpendiculaire M| m sur le diamètre de front AB. Lorsque le 
plan de front est amené à être horizontal, la droite mM| devient 
perpendiculaire au tableau ; sa perspective est alors la parallèle aux 
lignes fuyantes menée par le point m, et, si nous supposons 
que le rapport de réduction est ^, nous devons porter à partir du 
point 7/ï, sur cette parallèle aux lignes fuyantes, un segment mM 

m IVf 

égal à -' En ramenant ainsi des points delà circonférence, nous 

aurons des points de la perspective demandée. 

Lorsqu*on amène le plan de front à être horizontal, les points 
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de la circonférence décrivent des arcs dont les cordes sont paral- 
lèles à jVIM|. On a alors le point C, qui correspond au point Ci, ^n 
construisant le triangle C|OC semblable au triangle M|/nM. Ceci 
est vrai pour un point quelconque de la circonférence. 

Pour avoir la tangente au point M, nous n'avons qu'à prendre In 
tangente au point M| et chercher ce que devient cette droite, en- 
traînée en même temps que le plan de la circonférence. Le point T, 
où cette tangente rencontre la charnière AB, ne change pas de posi- 
tion ; la tangente à l'ellipse au point M est donc la ligne MT. 

Il résulte de celte construction que pour le point C qui coitcs- 

Fig. 69. 
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pond au point C|, situé à l'extrémité du diamètre perpendiculaire 
à A.B, on a une tangente parallèle à AB. Nous voyons ainsi que 0(^ 
r»l OB sont deux demi-diamètres conjugués de la perspective de la 
circonférence. On arrive aussi à ce résultat en remarquant que les 
tangentes en A et B à cette perspective sont parallèles à OC, puis- 
qu'elles proviennent des tangentes au cercle qui sont perpendicu- 
laires à AB. 

Nous pouvons déterminer autant de points que nous voudrons de 
la perspective et les tangentes en ces points, et par suite tracer 
facilement cette perspective. 

Construire les axes de l'ellipse perspective de la ciixonjérence 
horizontale, connaissant les deux diamètres conjugués CC, AB. 
— Menons parallèlement à la corde M| M une tangente à la circon- 
férence décrite sur AB. Quand on ramène le plan de front à être 
horizontal, la droite qui correspond à cette tangente coïncide avec 





celle tangente ellc-niéme, puisque le poin 

celte droite, qui a éié menée parallèîcment à la direction de la cor<li- 
Mi M, et que le point oîi elle coupe AB ne cliangfi pas de position : 
cette tangente particulière est donc tangente à l'ellipse perspective 
de la circonférence. 

Nous avons fait correspondre le point C au point C, , en suppusani 
la rotation du plan de front autour de AB faite dans un certain sens; 
mais, si nous supposons que te plan de front tourne autour de Alt 
dans l'autre sens, nous pouvons faire correspondre le point C au 
point C'|, et, en répétant ce que nous \enous de dire, nous vojons 
qu'une tangente à la circonférence de front menée parallèlement à 
la droite C',C est tangente à l'ellipse perspective de la circonfé- 
rence. Nous avons donc deux droites qui sont des tangentes com- 
munes à une ellipse et à une circonférence concentriques. Mais les 
tangentes communes à une ellipse et à une circonférence concen- 
triques sont également inclinées sur les axes de l'ellipse ; nou;^ 
voyons donc(|ue les ojres demandés sont parallèles aujc bissectrices 
des angles formés par les droites CiGelCC, , Ainsi, si l'on donne 
les droites OB et OC, en élevant au point O une perpendiculaire 
à OB et en portant sur cette droite des segnienls égaux à OB, nou> 
obtenons les points C| et C, , elles bissectrices des angles fitrmh 
par les droites CC| cl CC, sont parallèles aux axes. 

Nous ponn-ions dire que l'axe de l'ellipse perspective de lu cir- 
conférence est dirigé suivant CD, le point D étant le point di' 
rencontre des tangentes à la circonférence menées parallèlemeni 
ù ce, et à C( C ; puis, au nioven du relèvement de Ol), nous poui^ 
rions construire le point de la perspective sîlué sur cette droite CD. 
Nous aurions alors l'extrémité de l'un des axes. Nous allons suÎmi: 
une autre marclie qui va nous conduire, pour la détermination des 
longueurs des axes, à une construction élégante. 

Faisons tourner le quadrilatère OmMM, [Jig- 70) autour d» 
point O jusqu'à ce que le cû té DM, coïncide avec OC,, Le point m. 
sommet de l'angle droit 0/«M|, vient en jn.' sur lu circonférence dé- 
crite sur 0C| comme diamètre. L'angle M,»ii\I étant égal à l'an^k 
C| OC, la nouvelle position M' m' dn côté .M;« passe par le poinl 
fixe p, où cette circonférence est rencontrée par OC. Le point M 
vient au point M', tfui est tel que l'angle C, M'»/ soit égal à l'angl'- 
M,Mm. 
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Le segment OM'est alors égal au deiui-d lame Ire OM. En répétant 
la mémeeoDstruction pour un point quelconque de l'ellipse, nous 
trouverons un point du segment capable de l'angle M, Mm décrit 
sur Cfp. Parmi les points de l'ellipse, nous pouvons prendre le 
point C; ce point est 'sur ce segment capable, et celui-ci passe par 
les points C|,/>, C. Ce segment capable s'obtient alors en décrivant 
iinc circonférence surCCi comme diamètre, puisque l'angle C|/'() 
est droit. 

Les points de cetlc circonférence correspondent aux points de 
l'ellipse, entraînés comme nous venons de le dire pour le point M, 
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qui est venu au point M'. Le grand a\c de l'ellipse étant le diamètre 
maximum et le petit axe le diamètre minimum de cette courbe, 
nous aurons la longueur des demi-axes en cberchanl les points de 
cette circonférence, qui sont l'un le plus éloigné et l'autre le plus 
rapproché du point O. 

Ces points s'obtiennent en joignant le point O au centre i de 
cette circonférence et en prenant les points a et b où la droite Oi 
rencontre cette circonférence : O a est la longueur du demi grand 
axe,0& est la longueur du demi petit axe. Les lignes Cb, bC sont 
également inclinées sur le diamètre C| C et sur la droite Oi, qui est 
parallèle à CC, ; donc bC et bC, sont parallèles aux axes de la 
courbe, et nous avons ainsi, au moyen de la circonférence décrite 
sur C, C, la direction des axes et leurs longueurs. 



r 



On pcui cmjilojer la droite CC, el terminer les traces ainsi, 
après avoir construit C| et C, . Du point O on mène Oi' paral- 
tèlemenl à C|C; celte droite rencontre CC, en i'. A partir de et- 
point el sur celle droite, on prend des segments <?gan\ à t'C; on j 
ainsi n'eti': On' et OA' sont les longueurs desdemi-a\es de IVI- 
lipse; i"ii^, C, i'sont les directions de ces axes. 

Perspective d'une surface conique. — On demande la tangenif 
îi la iieispective de la ci/conférence i/ui pasae par un point donné 1 . 
— (cherchons le relèvement du point \{Jig- 71), considéré comme un 

Fie. 71. 




point du plan de la circonférence horizontale. Par le point I menons 
la droite \i parallèlement aux lignes fuyantes; élevons au poinU 
une perpendiculaire à AB cl par le point I traçons une parallèle i 
la corde MM| : nous obtenons au point 1| le relèvement de I. Ea 
menant par le point I, une tangente à la circonférence relevée, 
nous avons le relèvement de ta tangente demandée, et en prenant Ir 
point V, où cette tangente rencontre AB, nous avons un point qui 
ne change pas quand on la ramène; jiar conséquent, la tangente de- 
mandée est la droite IV. 

(^le tracé donne la solution du problème suivant : Constriùn- 
les lignes de contour apparent d'une surface coniifue dont ta base 
est une circonférence horizontale et dont te sommet est donné. 

Perspective d'une surface cylindrique. — On dfnmnde la ttm- 
gcnle à l'ellipse i/ui est parallèle à une droite donnée, par 
exemple, qui est parallèle à une perpendiculaire à AB. Ce problème 
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donne la solution de celui-ci : Déterminer le contour apparent 
d'un cylindre qui a pour base la circonférence donnée et dont les 
génératrices sont verticales, 

. A partir du point M {fig» 71) menons une perpendtculaire MQ 
à ABy et considérons cette droite comme tracée sur le plan de la cir- 
conférence horizontale. En relevant le plan de cette circonférence, 
cette droite MQ se relève en M| Q; il suffit maintenant de mener 
une tangente à la circonférence parallèlement à M| Q et de ramener 
cette tangente sur le plan horizontal. Pour cela on prend le point U, 
où elle rencontre AB : on a un point qui ne change pas pendant la 
rotation^ et alors la tangente demandée est la perpendiculaire menée 
du point U à la droite AB. 

Perspective d*ane sphère. — La perspective cavalière d^une 
sphère est la trace, sur le plan du tableau, du cylindre circonscrit à 
cette sphère, dont les génératrices sont parallèles aux projetantes. 

Puisque les génératrices de ce cylindre sont parallèles aux pro- 
jetantes, sa trace sur le plan du tableau, qui est Tellipse perspective 
cavalière de la sphère, est la perspective de toute ligne tracée sur 
ce cylindre. Pour construire la perspective cavalière de la sphère, 
nous n'avons donc qu'à chercher la perspective d'une ligne quel- 
conque tracée sur ce cylindre. 

Nous prendrons la ligne qui est dans le plan de front passant par 
le centre de la sphère, et nous sommes ainsi conduits à construire 
la trace du cylindre circonscrit à la sphère sur le plan de front pas- 
sant par le centre de cette sphère. 

Sur ce plan de front nous avons le grand cercle de front de la 
sphère donnée, dont le centre est au point ©(^g'. 72). Coupons 
par un plan perpendiculaire au tableau et parallèle aux projetantes. 
La trace de ce pian sur le plan de front passant par le centre O est 
une parallèle aux lignes fuyantes. Ce plan coupe la sphère suivant 
un petit cercle qui a pour diamètre la corde ab que le grand cercle 
de front de la sphère détermine sur la trace du plan sécant. Ce plan 
sécant coupe le cylindre circonscrit suivant des tangentes à ce petit 
cercle. Pour déterminer ces droites, nous allons amener le plan de 
ce petit cercle à coïncider avec le plan de front qui contient ab ; 
après la rotation, ce petit cercle a pour perspective la circonférence 
décrite sur ab comme diamètre. Les tangentes à ce petit cercle. 



parallèles aux projetantes, sont maintenant des tangentes à ce petîl 
cercle parallèles au rabattement de la projetante. Pour déterminer 
cette direction, reproduisons la construction indiquée page ii4 
pour obtenir l'angle d'une projetante avec le tableau. Considérons 
le rayon de la sphère perpendiculaire au tableau dont la per- 
spective est OF; le plan, qui contient ce rayon et ta projetant)' 
passant par son extrémité, tournant dans le même sens que le petit 
cercle, donne pour le rabattement de ce rayon la droite OG, et 
pour la projetante la droite FC. C'est donc parallèlement i FC 
que nous devons mener des tangentes au petîl cercle. Ces tangente» 
renciintrcnt la droite nb au\ points M et M', et, lorsque nous re- 




plaçons le plan du petit cercle dans la situation qu'il.doil avoir, ce» 
points M et M' ne cbangcnt pas; ils représentent alors les perspec- 
tives des tangentes relevées. Les points M et M' appartiennent donc 
à la perspective de la splière. 

Nous n'avons qu'à prendre d'autres plans sécants analogues ii 
celui que nous venons d'employer, cl nous obtiendrons ainsi autant 
de points que nous voudrons de la perspective de la sphère. 

On retrouve, par celte construction, que celle perspective est 
une ellipse. Appelons, en cfFel, L le point de contact de la tan- 
gente LM au petit cercle et 1 le centre de ce petit cercle. Pour un 
point quelconque delà ligne de contour apparent de la sphère, nous 
avons une tangente analogue à ML, parallèle à cette droite, et un 
rayon analogue au rayon IL, qui est perpendiculaire à cette tangentc- 
Nous avons donc toujours des triangles semblables au triangle IML. 
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Le rapport — est constant quelle que soit la position du point M 

sur la perspective de la sphère. Mais IL est égal à li, comme rayons 
d'une même circonférence ; on voit ainsi que le point M est un point 
de l'ordonnée du grand cercle de front, qu'on a augmentée de façon 

TM 

à avoir toujours le rapport constant — • Le lieu des points tels 

que M est une ellipse dont Tun des axes est parallèle à la direction 
des lignes fuyantes, et dont l'autre axe est perpendiculaire à cette 
direction. 

Les points C et G situés aux extrémités du diamètre perpendi- 
culaire aux lignes fuyantes sont des sommets de cette ellipse ; les 
autres sommets sont sur le diamètre parallèle aux lignes fuyantes, 
aux points E et Ë^, où ce diamètre est rencontré par les tangentes 
au grand cercle de front menées parallèlement à FC. 
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ONZIÈME LEÇON. 

PERSPECTIVE CAVALIÈRE (fin). 

Conséquences déduites de la perspective d'une sphère. — Ombre d'une spbère. 

Ombre dans une demi-sphère. 



Conséquences déduites de la perspective d'une sphère. — 
Reprenons la perspective cavalière d'une sphère pour arriver à 
quelques conséquences. 

A partir du point O {fig» 73), menons une parallèle aux lignes 
fuyantes. En portant sur cette droite, à partir du point O, la lon- 
j;ueur réduite du rayon, nous avons en F et P les perspectives des 
extrémités du diamètre perpendiculaire au plan du tableau. Le dia- 
mètre AB, perpendiculaire à la ligne fuyante, est terminé aux 
points A et B, qui sont deux des sommets de la perspective de la 
sphère. 

Joignons le point F au point B, et menons au grand cercle de 
front des tangentes parallèles à FB ; ces droites rencontrent la pa- 
rallèle à la ligne fuyante, menée par le point O, aux points C, E, 
qui sont les deux autres sommets de Tellipse perspective de la 
sphère. Traçons cette ellipse. 

Par le centre O de la sphère, menons un plan horizontal. La 
trace de ce plan sur le plan de front qui passe par le point O est la 
droite DG ; la section faite dans la sphère par ce plan horizontal 
ost un grand cercle dont la perspective passe par les points D et G 
et a pour tangentes en ces points des parallèles aux lignes fuyantes. 
<^ctte perspective passe par les points F et F' et a pour tangentes 
on ces points des parallèles à la droite DG. Cette courbe est dou- 
blement tangente à la perspective de la sphère. 

Si nous coupons la sphère par un plan de fi^ont, la trace de ce 
plan sur le plan diamétral horizontal est la droite MN et la section 
faite dans la sphère par ce plan de front est un petit cercle qui 
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a MN pour diamètre. Le plan de front MN rencontre, suivant ui^e 
droite, le plan de la ligne de contact de la sphère et du cylindre 
projetant circonscrit à cette sphère, et les points où cette droite 
rencontre la ligne de contact de la sphère et de ce cylindre proje- 
tant ont pour perspectives les deux points où ce petit cercle de 
front touche la perspective de la sphère. 

Ainsi, le petit cercle décrit sur MN comme diamètre est dou- 
blement tangent à Tellipse perspective cavalière de la sphère. Ce 
double contact est réel ou imaginaire, et, d'après ce que nous ve- 
nons de dire, la corde commune à ce cercle et à l'ellipse perspective 
de la sphère est la droite réelle qui représente l'intersection du 

Fig. 73. 



plan de front MN et du plan de la courbe de contact de la sphère 
et du cylindre projetant qui lui est circonscrit. 

Si nous prenons une corde parallèle à MN, telle que M'N', le 
plan de front passant par cette droite coupe la sphère suivant un 
petit cercle décrit sur M'N' comme diamètre; ce petit cercle est 
doublement tangent à l'ellipse qui représente la perspective cava- 
lière de la sphère. Mais, dans les circonstances où nous nous plaçons 
sur la figure, le double contact est imaginaire. 

Si nous continuons à déplacer le plan de front tel que M'N', nous 
arrivons à un plan de front qui touche la sphère au point F', extré- 
mité du diamètre perpendiculaire au plan de front; nous sommes 
ainsi conduits à considérer le point F' comme un cercle évanouis- 
sant doublement tangent à l'ellipse perspective cavalière de la 
sphère, et nous pouvons dire alors que le point F' est un foyer de 
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rette courbe. Il en est de même du point F, symétriquement placé 
par rapport au point O. 

Nous pouvons arriver autrement à ce résultat. Nous avons dans 
l'espace une sphère et un cylindre qui lui est circonscrit ; nous 
menons un plan tangent à cette sphère parallèlement au plan du 
tableau. La section faite dans le cylindre par ce plan, en vertu d'un 
théorème connu, dû à Dandelin, a pour foyer le point de contact 
du plan et de la sphère ; la section faite dans le cylindre est une 
courbe de front qui a pour perspective une ligne qui lui est égale 
et qui est l'ellipse perspective cavalière de la sphère. Quant au 
point de contact, il est en F' : donc le point ¥' est le foyer de l'el- 
lipse perspective cavalière de la sphère. 

Enfin, on peut voir tout de suite sur la figure que le point F est 
un foyer de l'ellipse perspective de la sphère. Nous avons meneau 
grand cercle de front la tangente LG parallèlement à FB pour avoir 
le sommet G de cette courbe. Il résulte de cette construction que 
les triangles OBF, LOG sont égaux entre eux; le côté OB est égal 
au côté OL, l'angle en G est égal à l'angle en F, et les triangles sont 
rectangles, l'un en L, l'autre en O; on a alors BF = OG. Le point F 
peut donc être considéré comme déterminé par la rencontre du 
grand axe avec une circonférence ayant pour centre l'extrémité B 
du petit axe et pour rayon le demi-grand axe : le point F est donc 
le foyer de l'ellipse perspectiv*e cavalière de la sphère. 

La figure à laquelle nous sommes conduits nous donne deux 
théorèmes qu'il suffit d'énoncer : 

I" Etant donnée une ellipse, on mène des cordes parallèles 
entre elles, et sur ces cordes comme diamètres on décrit des cir- 
conférences de cercle: toutes ces circonférences sont doublement 
tangentes à une ellipse qui a pour foyers les extrémités du dia- 
mètre conjugué des cordes considérées. 

2® Etant donnée une ellipse, on mène des circonférences dou- 
blement tangentes à cette courbe, et l'on prend pour chacune de 
ces circonférences un diamètre parallèle à une droite donnée: le 
lieu des extrémités de ces diamètres est une ellipse qui passe par 
les foyers de l'ellipse donnée. 

Gomme cas particulier, nous pouvons considérer les diamètres de 
ces circonférences qui sont menés perpendiculairement au grand axe 
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lie l'ellipse donnée, et nous voyons alors que, si l'on redresse les 
normales d'une ellipse perpendiculairement au grand axe de cette 
courbe, le lieu des extrémités des normales redressées est une el- 
lipse qui a pour sommets les foyers de l'ellipse donnée; les deux 
autres sommets sont aux extrémités du petit axe de l'ellipse 
donnée. Ce dernier théorème nous sera utile plus tard. 

Ombre d'une sphère. — Proposons-nous de déterminer la ligne 
d'ombre propre et la ligne d'ombre portée d'une sphère qui re- 
pose sur un plan horizontal. 

Nous nous donnons la direction du rayon lumineux par sa per- 

Fig. 74. 
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spective et par la perspective de sa projection sur un plan hori- 
zontal. OR {fig- 74) est la perspective du rayon lumineux. Or la 
perspective de la projection de ce rayon lumineux sur un plan 
horizontal, et alors Or est la perspective de la projection de ce 
rayon lumineux sur le plan de front xz. 

Nous avons besoin de connaître la direction du rayon lumineux 
lorsque le plan qui projette ce rayon sur un plan de front est amené 
à être de front. Pour déterminer cette direction, nous allons faire 
tourner le triangle Or'R autour de la droite O/*'; après la rotation, 
le côté R/'' est perpendiculaire à Or', le point R vient sur cette 
droite au point Ri, qui est tel que R,/''= a.R/-', si le rapport de 
réduction est ^. Après le rabattement, le rayon lumineux est donc 
dirigé suivant 0R|. 

Par le centre de la sphère donnée, menons un plan de front. Ce 
plan coupe la sphère suivant un grand cercle de front et le plan 
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horizontal, sur lequel repose cette sphère, suivant une horizontale 
tangente à ce grand cercle de front. Traçons Tellipse perspective 
cavalière de la sphère comme nous Tavons expliqué précédem- 
ment. 

Pour déterminer la ligne d'ombre sur la sphère et l'ombre portée 
par cette surface sur le plan horizontal, nous allons employer la 
méthode des plans sécants. Nous allons couper la sphère et le plan 
horizontal par des plans auxiliaires perpendiculaires au tableau et 
parallèles au rayon lumineux, par conséquent par des plans paral- 
lèles au plan du triangle OR/-'. O/'' est une droite de front du plan 
de ce triangle ; l'un de ces plans auxiliaires aura donc pour trace 

* 

Fig. 7:). 
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sur le plan de front qui passe par le centre C de la sphère une 
droite parallèle à O/''. Soit abd [Jig* 75) la trace d'un plan auxiliaire 
sur le plan de front qui contient le centre de la sphère. La trace de 
ce plan sur le plan horizontal est une perpendiculaire au tableau: 
la perspective de cette trace est donc la parallèle aux lignes fuyantes 
ndenée du point d. Faisons tourner ce plan auxiliaire autour de sa 
trace abd\ le petit cercle, intersection de la sphère par ce plan, se 
rabat, sur le plan de front qui passe parle centre C, suivant une cir- 
conférence décrite sur ab comme diamètre. La trace du plan auxi- 
liaire et du plan horizontal vient se rabattre suivant la perpendicu- 
laire menée du point d k\di trace ad. 

Dans ce plan auxiliaire, nous avons les rayons lumineux tangents 
à la sphère; l'un d'eux vient se rabattre suivant une tangente à ce 
petit cercle menée parallèlement à ORj de la^/g^. 74» Appelons M| 
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et N| le point de contact de cette tangente avec le petit cercle et 
le point où cette droite rencontre la perpendiculaire menée du 
point </ à la droite ad. 

Relevons maintenant le plan du petit cercle. Pour trouver ce que 
devient le point Mf, abaissons de ce point une perpendiculaire Mj/:; 
sur ab; par le point p menons une parallèle aux lignes fuyantes, 

et portons sur cette droite une longueur/:; M = - — ? : le point M est 

ce que devient le point M| après le relèvement du plan du petit 
cercle. De même pour le point N« ; ce point vient en N sur la trace 

(lu plan auxiliaire, le point N étant tel que rfN = — -• Comme vé- 
rification, la droite MNdoit être parallèle au rayon lumineux. C'est 
le point M dont Tombre est au point N. 

En considérant une suite de plans sécants parallèles au plan auxi- 
liaire que nous venons d'employer, nous aurons autant de points 
que nous voudrons de la ligne d'ombre propre et de la ligne d'ombre 
portée. 

Parmi tous les plans auxiliaires, si nous considérons celui qui a 
pour trace une tangente au grand cercle de front, la section faite 
dans la sphère par ce plan auxiliaire est réduite à un point et ce 
point fait partie de la ligne d'ombre propre. Ainsi, les extrémités du 
diamètre TU, du grand cercle de front, mené perpendiculairement 
à oA, appartiennent à la ligne d'ombre propre; en d'autres termes, 
ce diamètre est la trace du plan de la ligne d'ombre propre sur le 
plan de front qui passe par le centre de la sphère. D'après cela, 
lorsque nous amènerons le plan de la courbe d'ombre propre à 
être de front en tournant autour de TU, la ligne d'ombre propre, 
après la rotation, se confondra avec le grand cercle de front de la 
sphère. 

La droite qui joint le point M au point /, milieu de ni, est per- 
pendiculaire à TU; après la rotation, cette droite M/ vient en tb\ 
nous pourrons donc construire des points de la ligne d'ombre 
propre en faisant usage du grand cercle de front, et de triangles 
semblables au triangle Mlb. 

Si nous prenons, par exemple, un point b' sur ce grand cercle, 
nous abaisserons du point b' une perpendiculaire &'/' sur le dia- 
mètre TU, nous mènerons par le point P une parallèle à /M, et par 



i3o 



PREMIERE PARTIE.— ONZIEME LEÇON. 



le point V une parallèle à Mi. Ces deux droites se rencontrent au 
point M', qui est un point de la ligne d'ombre propre. Cette ligne 
d'ombre propre, en perspective, est une ellipse qui passe par les 
points U, M', M, T; elle est doublement tangente à l'ellipse perspec- 
tive cavalière de la sphère, et il est facile d'avoir les points de contact 
avec cette ligne. Considérons pour cela le cylindre d'ombre. Ce 
cylindre a pour lignes de contour apparent les tangentes à la sphère 
menées parallèlement au rayon lumineux; la ligne d'ombre propre 
est tangente à ces lignes de contour apparent, et les points de con- 
tact sont les points de contact des lignes de contour apparent du 
cylindre avec la ligne de contour apparent de la sphère. 

La ligne d'ombre portée est également tangente à ces lignes de 
contour apparent du cylindre d'ombre. 

Fie- 7G. 





Ombre dans une demi-sphère. — On demande l'ombre deuis 
l'intérieur d'une demi-sphère en perspectiy^e cas^alière. Suppo- 
sons tracée [fi g- 76) la perspective cavalière de la demi-sphère. 
Le plan diamétral qui la limite est un plan horizontal. 

Employons encore la méthode des plans sécants. Nous allons 
prendre des plans auxiliaires perpendiculaires au tableau et paral- 
lèles au rayon lumineux. La trace de l'un de ces plans sur le plan 
de front qui passe par le centre de la sphère est la droite ab menée 
parallèlement à /•'O; ce plan auxiliaire coupe le plan diamétral 
horizontal qui limite la sphère suivant /^M parallèle aux lignes 
fuyantes. La section faite dans la sphère par ce plan est un petit 
cercle que nous allons rabattre sur le plan de front passant par le 
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centre de la sphère. Après la rotation, ce petit cercle a pour per- 
spective la circonférence décrite sur ab comme diamètre. La 
droite pyi^y entraînée pendant cette rotation, vient se rabattre sui- 
vant la perpendiculaire menée du point /? à la droite ab^ et le 
point M vient se rabattre au point M|, où cette perpendiculaire 
rencontre la circonférence décrite sut ab. 

Nous avons rabattu ce petit cercle à droite de ab ; nous devons 
considérer le rabattement du rayon lumineux en faisant tourner de 
même le plan Or'R vers la droite de O/*'. Après la rotation du 
plan O /•'R, la droite /''R vient se placer perpendiculairement à O /•', 
et le point R vient sur cette droite au point R« tel que r^Rf = az-'R, 
en supposant que le rapport de réduction soit \ ; le rayon lumineux 
est donc rabattu maintenant en ORf Par le point Mi menons une 
parallèle à 0R« ; cette droite rencontre la circonférence en un 
point N,, et le point N| relevé est l'ombre portée par le point M. 
Pour déterminer ce que devient le point N| après le relèvement, 
abaissons du point N4 une perpendiculaire Ni 4/ sur ab\ par le 
point q menons une parallèle aux lignes fuyantes, et portons sur 

cette droite un segment q^= - — ^: le point N est Tombre portée 

par le point M, et la droite MN, comme vérification, doit être pa- 
rallèle au rayon lumineux OR. 

On peut déterminer ainsi autant de points que Ton veut de la 
ligne d'ombre portée dans l'intérieur de la sphère, en considérant 
un certain nombre de plans sécants parallèles à celui que nous 
avons employé. Mais nous allons voir comment on peut construire 
cette courbe, connaissant le point N et la trace du plan de la 
courbe d'ombre sur le plan de front passant par le centre de la 
sphère. 

Examinons la nature de la courbe d'ombre portée et sa situation 
sur la sphère. Projetons orthogonalement la demi-sphère sur un 
plan, perpendiculaire au plan diamétral qui la limite, et parallèle an 
rayon lumineux. La sphère se projette [fig' 77) suivant une demi- 
circonférence de cercle, le plan diamétral suivant un diamètre, et 
le rayon lumineux est parallèle au plan de projection. L'ombre 
dans rintérieur de la sphère est l'intersection de cette surface avec 
le cylindre d'ombre du grand cercle qui limite la sphère. Nous 
avons là deux surfaces du second degré qui ont déjà un grand 
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cercle comme ligne d'interseclion ; la partie restanle est plane. Mais 
le plan de projection, tel que nous Tavons choisi, est parallèle à un 
plan de symétrie des deux surfaces; les points de la ligne d'inter- 
section complète dans Tespacc sont donc placés de façon à se pro- 
jeter deux par deux en un même point. La ligne d'intersection des 
deux surfaces, qui, dans l'espace, est une ligne du quatrième degré, 
se projette donc suivant une ligne du second degré. 

Mais AB est la projection d'une partie de cette ligne ; c'est une 
droite : donc la partie restante est aussi une droite. Il est facile 
de la construire : le point Â, extrémité du diamètre parallèle au 
plan de projection, a pour ombre le point A', obtenu en menant AA' 
parallèlement au rayon lumineux ; la génératrice du cylindre qui 

!•'»&• 77- 




passe par le point B est la droite BB'; A' et B' appartiennent à la 
projection de la ligne d'intersection. Donc la ligne d'intersec- 
tion se projette suivant le diamètre B'A' et la ligne d'ombre se 
projette suivant le rayon CA'; nous voyons ainsi que la trace du 
plan de la ligne d'ombre sur le plan diamétral AB, qui est ici une 
perpendiculaire au plan de projection, est perpendiculaire au rayon 
lumineux et perpendiculaire aussi à la projection du rayon lumi- 
neux sur le plan diamétral AB. 

Revenons à la perspective cavalière {Jig» 76). Nous venons dédire 
que la trace du plan de la courbe d'ombre portée sur le plan diamétral 
qui limite la sphère est une perpendiculaire à la projection du rayon 
lumineux sur ce plan diamétral; cette projection du rayon lumi- 
neux est parallèle à Or, Nous pouvons déterminer la direction de 
cette perpendiculaire en amenant le plan xy à être de front, puis 
nous mènerons par le point C une parallèle à la droite ainsi détei^ 
minée. Nous obtenons alors le diamètre EG qui passe par les points 
où l'ellipse perspective du grand cercle horizontal a pour tangentes 
des droites parallèles à Or; £G est la ligne d'intersection du plan 
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de la courbe d'ombre portée dans Tlntérleur de la sphère avec le 
plan diamétral qui termine cette surface. 

Cherchons la droite de front du plan de cette courbe d'ombre 
portée, plan qui passe par EG et par le point N. Menons, pour 
cela, un plan de front par le point N. La trace de ce plan sur le plan 
auxiliaire que nous avons employé tout à l'heure est la parallèle N/ 
menée du point N à ai, N/ est alors une droite de front du plan 
auxiliaire. Cette parallèle rencontre Mp au point /; la trace du plan 
de front, dont nous nous occupons, sur le plan diamétral qui termine 
la demi-sphère passe par le point /et est parallèle à cp; cette ligne 
rencontre EG en un point i, et la droite iN est la ligne de front du 
plan de la courbe d'ombre portée dans l'intérieur de la sphère. 
Menant par le point C une parallèle à la ligne iN, nous avons la 
trace TU du plan de la courbe d'ombre portée sur le plan de front 
qui passe par le centre de la sphère. En tournant autour de cette 
Irace, celte courbe d'ombre portée vient coïncider avec le grand 
cercle de front de la sphère, et nous pouvons alors construire cette 
courbe par points en la faisant dériver de ce grand cercle de front. 

La droite N(/ est perpendiculaire au plan de front qui passe par 
le centre de la sphère; en abaissant du point ^ la droite ^5 perpen- 
diculairement à la trace TU du plan de la courbe d'ombre portée 
sur le plan de front passant par le centre de la sphère, nous 
avons, en joignant le points au point N, la perpendiculaire abaissée 
du point N sur cette trace. Lorsque le plan de la courbe d'ombre 
portée a tourné autour de TU, le point N vient, sur le grand cercle 
de front, au point N', où ce cercle est rencontré par la droite e/s pro- 
longée. 

Pour avoir un autre point de la ligne d'ombre portée, nous 
n'avons alors qu'à prendre un point quelconque Vdu grand cercle 
de front; nous abaissons de ce point ime perpendiculaire sur TU, 
du pied de cette droite nous traçons une parallèle à la droite slS; 
le point de rencontre V de cette droite avec la parallèle à NN', 
menée du point V, est un point de la ligne d'ombre portée. 

Nous obtiendrons ainsi autant de points que nous voudrons ; la 
courbe passe par les points G, V, N, E, et la partie vue de l'ombre 
est la partie couverte de hachures. 
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PERSPECTIVE AXONOMÉTRIQUE. ~ PERSPECTIVE 

ISOMÉTRIQUE. 

Définitions ; notions générales. — Construction des échelles. — Perspective isomé' 
trique. — Convention relative aux échelles. — Perspective de prismes. — Ellipse 
isométrique. — Rapporteur isométrique. — Sphère rencontrée par un prisme à base 
carrée. 



Définitions; notions générales. — En Architecture, comme dans 
le dessin des Machines, on distingue, sur les objets à représenter, 
des directions principales : ce sont, par exemple, pour un édifice, 
les arêtes verticales, les grandes arêtes horizontales d'une façade 
longitudinale et les grandes arêtes horizontales d'une façade laté- 
rale. Ces trois directions sont parallèles aux arêtes d'un trièdre tri- 
rectangle. 

Supposons que l'on place l'objet à représenter de façon que ces 
directions soient obliques par rapport au plan sur lequel on pn)- 
jette la figure, et qu'on fasse la projection orthogonale sur ce plan 
de la figure ainsi placée. Cette projection orthogonale est ce que 
Ton désigne sous le nom de perspective axonométrique. 



Fig. 78. 
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Le trièdre trireclangle dont les arêtes sont parallèles aux trois 
directions principales, étant projeté ainsi orthogonalement, est re- 
présenté par \si Jig. 78. On dispose cette projection de façon 
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que l'arête SZ, qui correspond à la direction des verticales, soit sur 
la feuille du dessin, supposée inclinée, perpendiculaire à la direc^ 
lion des horizontales de cette feuille. 

Si nous coupons le trièdre trirectangle par un plan parallèle au 
plan de projection, les arêtes de ce trièdre et le plan sécant se ren- 
contrent aux points X, Y, Z. Les droites XY, YZ et XZ sont les 
traces des faces du trièdre sur le plan sécant, et, comme les arêtes 
du trièdre sont respectivement perpendiculaires aux faces, les 
droites SX, SY, SZ sont les hauteurs du triangle XYZ; le point de 
rencontre des hauteurs S, correspondant au som met du trièdre, est 
à rintérieur du triangle XYZ. SZ correspondant aux verticales de 
Tobjet à représenter, SX et SY correspondent aux horizontales. 

Avec cette disposition, la figure que Ton obtient est une figure 
vue en dessus. Si, par exemple, nous représentons un prisme dont 
les arêtes sont parallèles aux arêtes du trièdre, nous avons la 
fiS' 79* ^*' *^ contraire, le trièdre a ses arêtes projetées suivant 
les droites SX, SY, SZ de ^^fig* 80, un prisme dont les arêtes sont 
parallèles aux arêtes de ce trièdre est représenté par la^^. 81, et 
Ton voit la face inférieure de ce prisme, tandis qu'on voyait la face 
supérieure sur la ^g^. 79. 



Fig. So. 
Z 



Fig. 81, 





Si l'on veut représenter un point tel que celui qui est aux extré- 
mités du faîte de la toiture d'une maison, on détermine ce point à 
l'aide de coordonnées dirigées parallèlement aux arêtes du trièdre 
trirectangle. Ainsi, pour obtenir le point A situé à l'extrémité du 
faîte (/îg". 82), on mène une parallèle mn aux grandes arêtes de la 
façade" et à égale distance de ces arêtes ; on porte sur cette droite 
une longueur ma qui détermine la projection du point A sur 
le plan horizontal contenant les grandes arêtes qui terminent la 
toiture à sa partie inférieure; on relève ce point à l'aide d'une pa- 
rallèle aux verticales, c'est-à-dire d'une parallèle à SZ, et l'on porte 
sur cette droite la hauteur Aa du point A au-dessus du plan hori- 
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zontal dont nous venons de parler, puis on joint ce point aux ex- 
trémités des grandes arêtes horizontales; sur AB, parallèle à SX, 
on a de même la position du point B qui termine le faîte de la 
toiture. 

Dans la perspective axonométrique, les arêtes du trièdre trircc- 
tangle sont inégalement inclinées sur le plan de projection. 

Fig. 82. 
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Construction des échelles. — AGn de construire les échelles 
nécessaires dans ce mode de représentation, nous allons résoudre 
le trièdre trirectangle et déterminer les angles de ses arêtes avec le 
plan de projection. 

Projelons (Jig* 83) le trièdre trirectangle sur un plan perpen- 
diculaire au plan de projection et parallèle à Tarête SZ. Le point X 
se projette en X', le point Z en Z', et le point S vient en un point 

Fig. 83. 
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de la circonférence décrite surX'Z' comme diamètre; en abaissant 
du point S une perpendiculaire sur la ligne de terre, nous avons le 
point S' à la rencontre de cette droite et de la circonférence : le 
point S' est la projection du sommet du trièdre. L'arête SZ est 
maintenant projetée en S'Z', et Tangle que cette droite fait 
avec X'Z'est Tangle de l'arête SZ avec le plan de projection. 
Faisons tourner le plan projetant de SY autour de la perpendi- 
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culaire au plan projetanl menée par le point S jusqu^à ce que le 

point Y vienne en Y« sur SZ, et projetons cette droite sur le 

plan de projection auxiliaire; sa projection détermine avec X!7/ 

Tangle que SY fait avec le plan de projection; de même pour SX. 

Les longueurs égales portées sur les droites qui partent du 

pointS', comme S'Z', ont des projections inégales ; par conséquent, 

si Ton établit des échelles sur les arêtes du trièdre trirectangle, on 

est conduit à des échelles particulières correspondant aux trois 

directions SX, SY et SZ; en outre, les longueurs portées sur des 

droites parallèles au plan de projection et qui se projettent sans 

altération de grandeur donnent lieu à une quatrième échelle. Ces 

quatre échelles sont employées en perspective axonomé trique. 

1/Orsque l'objet à représenter est fait dans des dimensions réduites 

sur le dessin, on emploie une convention que nous expliquerons 

en parlant de la perspective isométrique. 
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Lorsque les arêtes du trièdre trirectangle, parallèles aux direc- 
tions principales de l'objet à représenter, sont également inclinées 
sur le plan de projection, la perspective axonométrique est dite 
perspective isométrique. Toute droite parallèle aux arêtes de ce 
irièdre porte le nom de droite isométrique ; les échelles corres- 
pondant à ces directions reçoivent la désignation à^ échelles iso- 
métriques, et enfin les plans parallèles aux faces du trièdre sont 
lies plans isométriques. 

Dans le cas particulier de la perspective isométrique, les arêtes 
(lu trièdre trirectangle se projettent sur le plan de projection sui- 
vant des droites comprenant entre elles des angles égaux et qui 
sont les trois hauteurs du triangle XYZ (Jig* 84), q"i est équila- 
léral. 

Les arêtes faisant avec le plan de projection des angles égaux, 
nous n'avons plus, pour résoudre le trièdre, qu'à déterminer l'un 
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(le ces angles, en reproduisant la construction que nous venons de 
donner. 

Calculons la valeur de Tanglea que S'Z' fait avec X'Z'. Appe- 

Fig. 8/î. 
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Ions H' le pied de la perpendiculaire à X'Z' qui passe parle point S'. 
Nous avons 

\V7J 



COS a =r. 



/«/ ' 



S'Z 



ou, en élevant au carré, 



fïïi 



H'Z 



COS' a =: - 
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Mais S'Z' =FI'Z'.X'Z'; donc 



^ "^ "" Il'Z'.X'Z' — xTz' 



II'Z' est égal à SZ ; X'Z' est égal à la hauteur du triangle équila- 
téral. Nous pouvons donc écrire 

COS* a = f,, d'où COS a =: ^. 

Pour Tangle complémentaire j3, on a cosp==Y^. 

Nous pouvons arriver plus rapidement à cette valeur de cosa en 
remarquant que le pian XYZ est également incliné sur les trois 
arêtes du trièdre trirectangle, et, comme la somme des carrés des 
cosinus des angles que les arêtes de ce trièdre font avec ce plan est 
égale à a, on a immédiatement Scos^a = a, d'où Ton tire la valeur 
de cosa que nous venons de déterminer. 

Connaissant cette valeur de cosa, voici comment on construit 
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Tangle «. Sur une droite ijig^ 85), à partir d'un point A, portons 
une longueur AB = i ; élevons au point B une perpendiculaire 

BC = AB = I ; AC est alors égal à y^. A partir du point B, por- 
tons un segment BO = AC = y/â ; joignons le point O au point G ; 
OC est égal alors à yfî. Le cosinus de l'angle BOC, étant égal à 

OR 

-— » csl égal à y|, et, par conséquent, cet angle BOC est notre 

angle a. 

Cet angle étant construit, il est facile maintenant d'établir les 
deux échelles que l'on emploie en perspective isométrique. 

Fi g. 83. 
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Convention relative aux échelles. — Supposons que la figur^^ 
à représenter soit faite à l'échelle de -j^. Sur la droite OB, qui est 
l'échelle isométrique, on porte ^j; de l'unité de longueur; si l'u- 
nîté de longueur est le mètre, nous portons sur OB un segment 
de droite mesurant o"*, i, et la longueur de l'espace dont la projec- 
tion est o", I, est alors plus grande que o*",! : cette longueur est 

Ainsi, si l'on projette une sphère de i*" de rayon, le contour 
apparent de cette sphère est une circonférence dont le rayon 
est égal au rayon de la sphère donnée, et, puisque la sphère a 
i" de rayon et que l'on construit à l'échelle de ~, on serait 
porté à croire que le rayon de cette circonférence est o*", i . En 
vertu de la convention faite en perspective isométrique de porter 
dans la direction des axes isométriques les longueurs comme si elles 
n'étaient pas réduites parla projection, la sphère est représentée 

par une circonférence de cercle dont le rayon est o",iXv2- On 
voit donc que, pour arriver à la perspective isométrique avec cette 
convention, il faut supposer que le corps à représenter est amplifié 
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en restant semblable à lui-même et que le rapport de similitude 

est ^. 

Avec celle convention, w/i, étant égal à o",i, est Tunité de Té- 
chelle isométrique, et m'n est Tunité de YêclieUe des dimensions 
géométrales, qu*on nomme souvent aussi échelle des vraies gran- 
deurs. 

Perspective de prismes. — Perspective de deux prismes à base 
rectangulaire qui se rencontrent à angle droit. — Nous avons 

Fîg. 85. 
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(Jig* 86) la figure géomé traie qui donne les dimensions des prismes. 
Nous nous proposons d'obtenir la perspective isométrique à la 
même échelle que celle qui a été employée pour représenter cette 
figure géométrale. 

Indiquons sur la figure géométrale la position du trièdre trirec- 
tangle. L'une de ses arêtes est la droite sz ; les deux autres arêtes 
sont. Tune sXy et la troisième est projetée en s. A partir d'un 
|)ointy {Jig' 87), et sur une parallèle à Taxe SZ du trièdre qui 
donne les directions isométriques, portons un segment égal à sz de la 
jig. 85 ; nous obtenons le point r/. Menons une parallèle ^jf à SX 
et égale à sx ; nous portons sur ces deux directions des segments res- 
pectivement égaux aux segments sx et 55, puisque notre perspective 
est faite à la même échelle que la figure géométrale, et qu'en vertu 
de la convention les dimensions comptées sur les directions isomé- 
triques ne sont pas altérées. Par le point ^ menons une parallèle à 
Taxe SX et portons une longueur égale à za ; nous obtenons ainsi 
le point a'. A partir du point a' menons une parallèle k/zf^ et por- 
tons sur cette droite une longueur égale à ab ; nous obtenons le 
point i^. 6V est alors la perspective de 65, et, en complétant au 
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moyen d^une parallèle menée du point V à Taxe SX et d^une pa- 
rallèle menée du point 3! à Taxe SZ, nous avons la perspective de 
la fxg, 86. 

Traçons maintenant par les points c', i', a! des droites parallèles 
à l'axe SY et portons sur ces droites des longueurs égales à Tépais- 

Fiff. 87. 
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seur donnée des prismes ; nous n'avons plus qu'à joindre les ex- 
trémités des segments ainsi obtenus pour avoir la perspective iso- 
métrique achevée. 

La figure est vue en-dessus, et nous apercevons la face latérale 
qui est à gauche et qui est projetée suivant ah. 



Fig. 88. 
h c 



En conservant le même trièdre de manière à voir toujours la face 
qui est en dessus, nous arrivons à une autre perspective, en suppo- 
sant que l'axe S Y correspond à la droite .y^ [j^S' ^^) et que l'axe SX 
est projeté en s. On obtient alors \^ fig* 89, et nous apercevons 
encore la face supérieure qui se projette suivant hc sur la figure 
géométrale; mais nous voyons maintenant les faces qui étaient 
projetées, Tune suivant sz^ l'autre suivant cd. On comprend par là 
combien il importe, avant de tracer une perspective isométrique, 
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(le bien se rendre compte de la situation des directions principales 
par rapport au plan de projection, selon que Ton veut montrer 
Tobjet en dessus ou en dessous avec ses faces latérales de droite ou 
de gauche. 

Fig. 89. 




Ellipse isométrique. — Si une circonférence est tracée sur un 
plan isométrique, c'est-à-dire parallèle à l'une des faces du trièdre 
trirectangle, la projection de cette circonférence sur le plan de pro- 
jection, c'est-à-dire la perspective isométrique de cette circonfé- 
rence, est ce qu'on appelle une ellipse isométrique. 

Toutes les ellipses isométriques sont semblables. 

Le grand axe d'une ellipse isométrique tracée sur le plan des XY 

Fig. 90. 
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iJ'S' 9^) ^^^ perpendiculaire à l'axe des Z; le petit axe est dirigé 
parallèlement à SZ. 

Traçons l'échelle isométrique et l'échelle des dimensions géomé- 
trales. 

A partir du point O, portons sur l'échelle isométrique une lon- 
gueur Or égale au rayon de la circonférence donnée. Élevons au 
point r une perpendiculaire à l'échelle isométrique; nous obtenons 
le point R à la rencontre de cette droite avec l'échelle des dimen- 
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sionsgéométrales. Il résulte de notre convention que OR est égal au 
demi-grand axe de Tellipse isométrique; Rr est égal au demi-petit 
axe de cette courbe, et, si nous menons à partir du point C des 
droites parallèles à SX et SY, les longueurs des demi-diamètres 
ainsi tracés sont mesurées par Or; ainsi CM = Or. 

Dans le triangle ORr, puisque OR est le demi-grand axe, Rr le 
demi-petit axe, Or est égal à la distance du point C aux foyers de 
Fellipse ; en décrivant du centre C de l'ellipse une circonférence 
passant par le point M, on a alors, à la rencontre de cette circon- 
férence avec Taxe AA', les foyers de Tellipse isométrique. Si le demi- 
petit axe est égal à i, OR = ^ et 0/'= yfi. Ainsi, pour Tellipse 

isométrique, CB étant i , CM est égal à y/2 et CA est égal à yjî ; CM 
est la direction d'un diamètre dont le conjugué a la même longueur. 

Rapporteur isométrique. — Lorsque Ton veut faire une perspcc- 
live isométrique, il est utile de construire ce qu'on appelle un 

Fiç. 91. 



rapporteur isométrique. Pour cela, on trace {fig* 91) une série 
d'ellipses isométriques homothétiques dont les extrémités des 
^ands axes correspondent à des points de division de l'échelle dos 
dimensions géométrales ; on divise ces ellipses en parties égales, 
les points de division^se correspondant sur des rayons. A cet effet, 
amenons le plan de ces ellipses à être parallèle au plan de projec- 
tion. Après la rotation, l'une de ces ellipses, la plus grande, par 
exemple, se projette suivant une circonférence de cercle. Parta- 
j;eons cette circonférence en parties égales, puis ramenons les points 
(le division en replaçant le plan de celte circonférence dans la 
position qu'il doit avoir; les points de division sur cette circonfé- 
rence se ramènent sur l'ellipse en menant à partir de ces points 
des perpendiculaires au grand axe de la courbe. Nous n'avons plus 
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<]u'à joindre ces points de division au centre commun de toutes les 
ellipses pour avoir un rapporteur isométrique. 

Au moyen de ce rapporteur, on pourra non-seulement tracer des 
circonférences de cercle en perspective isométrique, mais il sera 
facile également de déterminer une longueur mesurée sur une di- 
rection arbitraire , car, sur un rayon quelconque, ces ellipses iso- 
métriques déterminent Téchelle relative à la direction de ce rayon. 

Perspective d'une sphère rencontrée par un prisme àbase carrée. 
— La sphère est représentée [fig» 92) par une circonférence de 

Fig. 9a. 
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cercle dont le rayon, comme nous Tavons dit, est égal au rayon de 
la sphère de Tespace multiplié par y/y, en supposant que la perspec- 
tive soit faite à Téchelle même de la figure géométrale. 

Supposons que les arêtes du prisme soient parallèles à l'axe SY 
vX que les cotés de la base de ce prisme soient parallèles Tun àPaxe 
SX et Tautre à Taxe SZ. Menons par le centre de la sphère un plan 
parallèle au plan des XZ et cherchons la base du prisme, supposé 
prolongé jusqu'à ce plan. Menons par le point O une parallèle a 
Taxe des X et une parallèle à Taxe des Z; portons à partir de O 
des longueurs égales à la moitié du côté du carré base du prisme^ 
et, au moyen de ces points, traçons la perspective isométrique de 
cette base du prisme : cette perspective est un losange dont deux 
sommets se trouvent sur la parallèle menée du point O à l'axe des Y. 
Le prisme est donc représenté en menant des parallèles à Taxe SY 
par les sommets de ce losange, et nous voyons que deux des arêtes 
rojettent suivant une même droite. 
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Si nous coupons ce prisme par un plan parallèle au plan des XZ, 
la section ainsi obtenue est un losange ABCD égal au losange que 
nous venons de construire dans le plan auxiliaire mené par le 
centre de la sphère. 

Nous devons maintenant déterminer les lignes d'intersection avec 
la sphère des faces du prisme qui contiennent, Tune le côté AB, 
l'autre le côté AC. Comme ces faces sont des plans isométriques, 
les lignes d'intersection de la sphère par ces plans sont des cir- 
conférences de cercle qui sont représentées par des ellipses iso- 
métriques. Pour déterminer ces dernières courbes, nous ferons 
usage du rapporteur isométrique; mais nous allons déterminer 
d'abord les cordes de contact de ces ellipses avec le plan de la cir- 
conférence de cercle que nous avons déjà tracée, qui représente 
la ligne de contour apparent de la sphère. Chacune de ces ellipses 
isométriques doit, en effet, être doublement tangente à cette cir- 
conférence de cercle. 

Le plan de cette circonférence de cercle, le plan de la face du 
prisme passant par AB et le plan mené par le centre O parallèle- 
ment au plan des XZ se coupent en un point par lequel passent les 
intersections de ces plans deux à deux. Le plan mené par le 
centre O rencontre le plan du grand cercle parallèle au plan de 
projection suivant là diagonale bOc; ce môme plan du carré, mené 
par le centre O, rencontre la face supérieure du prisme qui con- 
tient AB suivant la ligne ab; le point b est donc le point de ren- 
contre des trois plans, et la ligne d'intersection dç la face supé- 
rieure du prisme avec le plan mené par le centre parallèlement au 
plan de projection est une droite qui passe parle point b. Mais cette 
droite est perpendiculaire à SZ, puisque la face supérieure du 
prisme est parallèle au plan des XY ; nous avons donc l'intersection 
de la face supérieure du prisme avec le plan mené par le point O 
parallèlement au plan de projection en mtnantdu point i une per- 
pendiculaire à SZ. Cette droite rencontre la circonférence qui re- 
présente la ligne de contour apparent de la sphère aux points m et n ; 
ces points sont les points de contact de cette circonférence et de 
l'ellipse isométrique qui représente la ligne d'intersection de la 
sphère et du plan supérieur du prisme. Au moyen du rapporteur 
isométrique, nous tracerons cette courbe, dont nous connaissons la 
direction des axes. Son centre est du reste au point/, milieu de ab, 

10 
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Ce que nous \enons de dire pour la face ABab^ nous pouvons 
le répéter pour la face AGac. Nous abaisserons du pointe une per- 
pendiculaire sur Taxe des X; cette droite rencontre la circonfé- 
rence, ligne de contour apparent de la sphère, en deux points qui 
sont les points de contact de Tellipse isométrique représentant la 
projection de la ligne d'intersection avec la sphère de la face AC ac 
du prisme. 

Si la sphère est un solide auquel on limite le prisme qui la ren- 
contre, les arêtes du prisme doivent alors être tracées en trait plein 
jusqu^à leur intersection avec les ellipses isométriques, et nous de- 
vons figurer en trait plein seulement les portions de ces ellipses qui 
sont comprises entre les arêtes du prisme partant des points B, A, G. 
Quant à la ligne de contour apparent de la sphère, nous devons la 
limiter aux arêtes B&, Gc du prisme. Nous avons ainsi achevé la 
perspective de l'ensemble de la sphère rencontrée par un prisme à 
base carrée. 
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PERSPECTIVE ISOMÉTRIQUE (fix). 
Perspective d'une niche. — Ombre dans l'intérieur d'une demi-splièrc. 



Remarques à propos de la première Partie du Cours. 



Perspective d'une niche. — Une niche est formée par un demi- 
cylindre de révolution dont Taxe est une verticale tracée sur un 
mur; ce demi-cylindre est limité à sa partie inférieure par un plan 
horizontal et à sa partie supérieure par un quart de sphère. 

Nous allons chercher la perspective de cette niche en supposant 
que le plan du mur soit un plan isométrique. 

OC, parallèle à SZ {Jig> pS), est Taxe du cylindre. Par les 
points O et (y menons des parallèles à SX, etportons sur ces droites 
à partir des points O et O', des segments égaHx au rayon de la sec- 
lion droite du cylindre de la niche. Traçons les droites AA.', BB' ; 
ce sont les génératrices d'intersection de ce cylindre avec le plan 
du mur. Par le point O menons une parallèle à XY, et portons sur 
cette droite, à partir du point O, une longueur égale au rayon de 
la section droite du cylindre mesuré à l'échelle des dimensions géo- 
métrales; puis, à partir du point O sur OCK, portons le demi petit 
axe de l'ellipse isométrique perspective de la base du cylindre située 
dans le plan horizontal AB. Traçons cette ellipse. 

De même nous avons l'ellipse isométrique située dans le plan 
horizontal A'B'; et le demi-cylindre de la niche, s'il était plein au 
lieu d'être en creux, aurait pour contour apparent la tangente com- 
mune à ces deux ellipses menée parallèlement à AA'. Sur le plan 
du mur, nous avons une ellipse isométrique , intersection de la 
sphère qui surmonte ce cylindre avec le plan du mur; le grand axe 
de celte courbe est parallèle à XZ, sa longueur est égale à la lon- 
gueur du grand axe des ellipses déjà tracées. Décrivons cette courbe. 
Si le quart de sphère, au lieu d'ctrc en creux, était en relief, on 
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aurait pour ligne de contour apparent un arc de cercle tangent 
cette ellipse située sur le mur et à Tellipse située dans le plan h 
rizontal A'B'. Le cylindre et la sphère se raccordent suivant cet 
dernière ellipse. 

Jusqu'au plan horizontal A'B' le mur se construit par assises ; 1 

Fîg. 93. 
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plans horizontaux qui terminent ces assises rencontrent le 
vant des lignes qu'on appelle lignes de joint, qui sont d 
lèles à AB. Ces plans horizontaux rencontrent le cylindr 
des circonférences horizontales , lignes de joint sur ce cj 
dont les perspectives sont des ellipses isométriques anaJ 
ellipses passant par AB ou A'B'. 

Pour construire la partie sphériquc, on réunit des 
pelées voussoirSy qui sont limitées à des plans de joinf 
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pendiculairement au plan du mur par le centre de la sphère et par 
des points de division situés sur la courbe de tête de la partie sphé- 
rique. Ces plans de joint sont limités à une pierre qui repose sur 
le plan horizontal A'B', et qu'on appelle trompillon. Ce trompillon 
évite de prolonger les voussoirs de la partie sphérique jusqu'au 
plan horizontal qui limite le cylindre et supprime ainsi de ces vous- 
soirs une partie qui se briserait trop facilement. 

Cherchons la représentation des lignes de joint dans l'intérieur 
de la sphère, c'est-à-dire les intersections de cette sphère avec les 
plans de joint dont nous venons de parler. Nous allons diviser la 
courbe de tête de la partie sphérique en un nombre impair de 
parties égales. Pour cela, faisons tourner le plan du mur autour du 
grand axe de l'ellipse A' C'B' jusqu'à ce que ce plan soit parallèle 
au plan de projection. Après la rotation, le point B' vient au point B| , 
le point A' au point A|, et le diamètre A'B' est alors projeté sui- 
vant A| B| . Partageons la demi-circonférence B| C'A| en cinq parties 
égales; puis, replaçant cette circonférence dans la position qu'elle 
doit occuper, ramenons les points de division sur l'ellipse isomé- 
trique A'C'B'. Les traces des plans de joint sur le plan du mur 
sont des droites partant de ces points de division et passant par le 
point (y; nous limitons ces droites à une ellipse isométrique dont 
le centre est en O'. 

Le trompillon se termine à un plan isométrique parallèle au plan 
du mur et dont la trace sur le plan horizontal A'B' est a'V^ parallèle 
à A'B'. Ce plan rencontre la sphère suivant une ellipse isométrique 
que nous tracerons surafb'. Il ne nous reste, pour achever la figure, 
qu'à tracer les lignes de joint sur la partie sphérique ; on ne voit 
comme ligne de joint que celle qui part du point de division E'. 
Pour la tracer, faisons tourner le plan de l'ellipse isométrique 
MWafb' autour de la parallèle menée du point O' à l'axe des Y, 
c'est-à-dire autour d'une perpendiculaire au plan du mur. Un 
point M de cette courbe décrit un arc de cercle dont on obtient 
le rayon en menant du point M une parallèle Mm à O'B' jusqu'au 
point m, où cette droite rencontre la charnière. Lorsque le point B' 
est venu au point E', le rayon OB^ est venu en CKE' et la paral- 
lèle mM à ce rayon est maintenant la droite menée du point m 
parallèlement à CKE'. La corde de l'arc décrit par le point B' est 
E'B' ; la corde de l'arc décrit par le point M est parallèle à cette 
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droite; cette corde rencontre au point M' la ligne que nous venons 
de mener à partir du point m, et nous avons en ce point Af lui 
point de la ligne de joint. Nous pourrons ainsi construire autant 
de points que nous voudrons, et en les réunissant nous aurons la 
ligne de joint pour la partie sphérique. * 

Ombre dans rintérieur d'une demi-sphère. — Proposon&-nous 
de déterminer Tombre dans Tintérieur d'une demi-sphère terminée 
par un plan isométrique parallèle au plan des XZ [fig^ 94)* 
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Prenons la projection SR du rayon lumineux ; supposons que ce 
rayon rencontre au point R le plan X\Z. Le plan qui projette ce 
rayon sur le plan des XZ est le plan YSR ; sa trace sur le plan XYZ 
est la droite qui joint le point Y au point R; cette droite rencontrr 
au point / la droite XZ ; en joignant le point S au point r « iioa> 
a>on$ la projection Sr^ du ravon lumineux, sur le plan des XZ. 

Cherchons le rabattement du rayon lumineux quand on fait 
tourner le plan qui le projette surle plan de projection, de manieur 
à amener ce plan a coïncider avec le plan XYZ. Délemûnons 
d^abord la hauteur du point S au-dessus du plan XYZ. PïolonçecHi» 
la droite SZ jusqu'au point />, où elle rencontre XY ; surpZcoouiie 
diamètre décrivons une demi-circonférence de cercle* et éle^oB» 
au |>oint S une perpendiculaire à />Z; nous obtenons ainsi le 
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point S| : le segment SS| est égal à la hauteur du point S au-dessus 
du plan XYZ. Lorsque le plan projetant du rayon lumineux tourne 
autour de sa trace sur le plan XYZ, le point S, après la rotation, 
vient sur une perpendiculaire à SR en un point S' à une distance 
de S égale à SS| , et la droite S'R est la projection du rayon lumi- 
neux après le rabattement du plan projetant de ce rayon. 

Décrivons une circonférence de cercle représentant le contour 
apparent de la sphère donnée ; par le centre O menons une parallèle 
à Taxe XZ. Le diamètre que nous obtenons ainsi est le grand axe 
de Tellipse isométrique perspective du grand cercle qui limite la 
demi-sphère. Traçons cette ellipse. 

Cherchons l'ombre portée dans Tintérieur de cette demi-sphère 
en employant la méthode des plans sécants. Prenons des plans per- 
pendiculaires au plan de projection et parallèles au rayon lumineux. 
La trace de l'un de ces plans est, par exemple, la corde ab menée 
parallèlement à SR; ce plan sécant coupe la sphère suivant un petit 
cercle que nous amenons à être parallèle au plan de projection en 
le faisant tourner autour de ab. Ce plan sécant rencontre au point M 
le grand cercle qui limite la sphère, et ce point, après le rabatte- 
ment du plan sécant, vient, sur la circonférence décrite sur ab 
comme diamètre, au point M|, où la perpendiculaire MM| à ab ren- 
contre cette circonférence. 

Le rayon lumineux qui passe par le point M est maintenant ra- 
battu suivant M|T|, parallèle à S'R. Cette droite rencontre le petit 
cercle au point T| , et, quand nous relevons le plan sécant, le point T| 
vient sur ab au pied de la perpendiculaire abaissée du point T| 
sur cette droite : le point T ainsi obtenu est Tombre portée par le 
point M. 

La courbe d'ombre dans l'intérieur de la sphère est un grand 
cercle dont le plan rencontre le plan diamétral qui limite la sphère 
suivant une droite perpendiculaire à la projection du rayon lumi- 
neux sur ce plan diamétral. Cherchons ce diamètre perpendiculaire 
à Sr'. Nous pouvons déterminer sa direction, en construisant sur 
le plan des XZ, comme on le voit sur la figure, une perpendiculaire 
à Sr'. Nous pouvons encore opérer ainsi : menons parallèlement 
à Sr^vdes tangentes à l'ellipse isométrique perspective du grand 
cercle qui limite la sphère; enjoignant les points de contact de ces 
tangentes, nous obtenons le diamètre AB suivant lequel le plan de 
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la courbe d'ombre portée rencontre le plan diamétral qui limite la 
sphère. Faisons tourner ce plan diamétral autour de AB de façon 
que le point M vienne au point T ; le point M décrit alors un arc de 
cercle dont le rayon est perpendiculaire à. 'Ui; par conséquent, c'est 
la parallèle Mrn menée du point M à Sf'. La droite Mm, après la 
rotation, vient en »iT. Nous aurons des points de la courbe 
d'ombre portée en cherchant ce que deviennent les points de l'el- 
lipse isométrique AMU; on délermineces points à l'aide de triangles 
semblables au triangle MmT, Ainsi, pour un point N, on mène la 
parallèle IVn à Mm; à partir du point n on mène la parallèle nV 
à rtiT; cette droite rencontre la parallèle NV à SR au point V.qui 
appartient à la courbe d'ombre portée. En réunissant les points 
ainsi obtenus, on a la courbe d'ombre portée ; cette courbe est une 
ellipse qui est tangente en A et B à des droites menées à partir (Ip 
ces points parallèlement à la ligne mT; elle est doublement tan- 
gente à la ligne de contour apparent de la sphère. 
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Nous terminons ici la première Partie du Cours, dans laquelle 
nous avons exposé les dilTérents modes de représentation des obj*^!* 
supposés éclairés. Quant à l'emploi de ces modes de représenta- 
tion, il est important de remarquer que si, pour l'étude d'un projet, 
on peut adopter tel ou tel système de projection avec lequel on est 
familiarisé, on doit toujours faire usage, lorsqu'on en vient à l'exé- 
cution, de celui qui conduit à des dessins de lecture facile. 

En Architecture, les projets de bâtiment sont établis au movcn 
de plans, de coupes et d'élévations, auxquels il est utile de joindre 
une perspective de l'ensemble du projet. 

Les perspectives cavalière ou isométrique, qu'on désigne aussi 
sous le nom de perspectives rapides, sont très employées pour le des- 
sin de détail dans l'industrie; elles ont le grand avantage de donner, 
au moyen d'une seule projection, des figures faisant image et sur 
lesquelles on peut mesurer les dimensions de l'objet représenté. 
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Il existe des appareils à Taide desquels on construit assez faci- 
lement la perspective des objets visibles. Le plus simple se compose 
d'une vitre, placée verticalement, servant de tableau et d'une carte 
percée d'un trou pour fixer la position de l'œil. On suit les con- 
tours des objets à représenter au moyen d'un crayon gras que l'on 
appuie sur la vitre. 

Cet instrument perfectionné a conduit au diagraphe de Gavard. 
On obtient une perspective très nette dans la chambre noire de 
Porta. La chambre claire de Wollaston, perfectionnée par le co- 
lonel Laussedat, est un instrument portatif à l'aide duquel on 
obtient, avec un peu d'habitude, la perspective des objets visibles. 
On trouve l'explication de ces différents instruments dans l'excellent 
Traité de Perspectwe linéaire de M. de lia Gournerie. 

Dans le même Ouvrage, et afin de compléter l'étude de la per- 
spective, on fera bien de lire ce qui concerne les panoramas, les 
bas-reliefs (* ) et les décorations théâtrales. 

Nous avons laissé de côté les applications qu'on peut faire des 
modes de représentation des figures à la démonstration de certaines 
propriétés géométriques. La perspective conique ou projection cen- 
trale aurait pu donner lieu à de grands développements ; à ce point 
de vue, on ne saurait trop recommander la lecture du Traité des 
propriétés projectis^es des figures de l'illustre général Poncelet. 



(*) Le Traité de Perspective relief Aq M. Poudra a été roccasion d'un Rapport très 
iotéressant de M. Ghasies ( Com/^rrj rendus des séances de VJcadémie des Sciences, 
12 décembre i853). 
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COURBES PLANES. - GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE. 

Rappel de définitions et de résultats. — Conrbe d'erreur. — Géométrie cinématique. 
— Définition et couTentions. — Déplacement fini d'une figure plane sur son plan. — 
Déplacement infiniment petit d'une figure plane, centre instantané de rotation. — 
Déplacement d'une figure de l'espace parallèlement à un plan. 



Rappel de définitions et de résultats ( * ). — Une courbe plane 
est le lieu des positions d'un point mobile qui ne se déplace pas en 
ligne droite et qui reste dans un même plan. Pour une position du 
point mobile, la direction du déplacement est celle de la tangente 
à la courbe. 

La perpendiculaire à une tangente issue du point de contact de 
cette droite est une normale à la courbe. Le plan perpendiculaire 
à une tangente mené du point de contact de cette droite est le 
plan normale la courbe. 1^^ angle de contingence en un point d'une 
courbe est l'angle que la tangente en ce point à la courbe fait avec 
la tangente à la courbe au point infiniment voisin de celui-ci. 

Le cercle osculateur en un point m d'une courbe est la circonfé- 
rence tangente à la courbe au point m et qui passe par le point de 
la courbe infiniment voisin de m, ou encore on peut dire que le 
cercle osculateur est un cercle qui possède avec la courbe trois 

(') ÈUmenisde Calcul infinitésimal ^ par M. Duhamel. 
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points infiniment voisins communs. Il résulte de là que le cercle 
osculateur traverse généralement la courbe. Dans le voisinage du 
point pour lequel on considère le cercle osculateur, la courbe par- 
tage le plan en deux régions ; on ne peut pas passer d'une région à 
l'autre en coupant la courbe, si ce n'est en la coupant un nombre 
impair de fois, et réciproquement; par conséquent, le cercle oscu- 
lateur traverse la courbe puisqu'il la rencontre en trois points. 

Il peut arriver, dans certains cas, que le cercle osculateur rencontre 
la courbe en plus de trois points; c'est ce qui a lieu, par exemple, 
aux points où la courbe est rencontrée par un axe de symétrie. 
En ces points, le cercle osculateur et la courbe ont au moins 
quatre points communs. Lorsque le cercle osculateur a avec la 
courbe quatre points infiniment voisins communs, il ne traverse 
pas la courbe. Les points pour lesquels cette circonstance se pré- 
sente sont appelés sommets. 

En un point d'une courbe, le cercle osculateur peut se réduire à 
une droite ; on a alors ce qu'on appelle un point d^ inflexion. En ce 
point d'inflexion, la courbe et sa tangente ont trois points infini- 
ment voisins communs. 

La courbure d'une courbe en un point est égale à l'angle de con- 
tingence en ce point divisé par l'arc infiniment petit qui se termine 
au point de contact des tangentes comprenant cet angle. 

L'inverse de cette courbure est le rayon d'une circonférence qui 
a même courbure que la courbe donnée. 

Si l'on place cette circonférence tangentiellement à la courbe au 
point 771, elle prend le nom de cercle de courbure et se confond avec 
le cercle osculateur en 771. Le rayon de cette circonférence qui 
aboutit au point 77i est le rayon de courbure de la courbe en ce 
point 771 ; le centre de cette circonférence est le centre de courbure 
de la courbe pour ce point 77i; ce centre de courbure est le point de 
rencontre de deux normales infiniment voisines ( * ). 

En un sommet, le rayon de courbure est maximum ou minimum; 
au point d'inflexion, défini comme précédemment, le rayon de 
courbure est infini. 

Si les points d'une courbe M sont les points d'intersection de 



(*) On ne doit pas oublier qu'à côté de définitions je me borne à rappeler ici des 
résultats démontrés ailleurs. 
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courbes infiniment voisines appartenant à une même série, la 
courbe M a, avec chacune de ces courbes, deux points infiniment 
voisins communs, c'est-à-dire qu'elle leur est tangente. La courbe M 
est Venyeloppe de ces courbes infiniment voisines, et celles-ci pren- 
nent le nom d^ enveloppées de M. 

Une courbe est l'enveloppe de ses tangentes. 

En faisant usage de ce mot ern^eloppe, nous pouvons dire que 
Tombre portée par une surface est l'enveloppe des ombres portées 
par ses génératrices. Ainsi, lorsque, dans la première Leçon, nous 
avons cherché l'ombre portée par une surface de révolution sur le 
plan horizontal de projection , nous l'avons déterminée en traçant 
des lignes tangentes aux ombres portées par les parallèles de la 
surface ; ces lignes d'ombre portée sont les enveloppes des ombres 
portées par les parallèles, supposés infiniment voisins. 

De même, la ligne de perspective ou de contour apparent d'une 
surface est l'enveloppe des perspectives des génératrices de cette 
surface. Lorsque, par exemple, nous avons considéré en perspec- 
tive cavalière les sections faites dans une sphère par des plans de 
Iront, nous avons eu une suite de circonférences de front dont les 
perspectives étaient des circonférences de cercle; l'enveloppe de 
ces circonférences, supposées infiniment voisines, est la courbe per- 
spective cavalière de la sphère. 

Courbe d'erreur. — Lorsqu'une courbe est tracée et qu'on ne 
connaît pas sa définition géométrique, on a ce qu'on appelle une 

Fi(j. 95. 
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courbe graphique. Proposons-nous de construire pour une pareille 
courbe la tangente au point m {Jig. 90). Du point m comme 
centre décrivons un arc de cercle; à partir du point m traçons une 
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sécante qui rencontre la courbe donnée au pointa; portons à partir 
du point où la droite ma rencontre la circonférence, cl dans le 
sens de ma, un segment égal à ma: nous obtenons le point a'. Me- 
nons une autre sécante qui rencontre la courbe au point b; con- 
struisons de même le point b', puis une troisième sécante qui ren- 
contre la courbe au point c, à l'aide duquel nous déterminons le 
point c', et ainsi de suite. Les points a', b', (/ sont reliés par une 
courbe qu'on appelle courbe d'erreur. Celle courbe rencontre la 
circonférence de cercle en un point; c'est le point pour lequel 
on a une sécante qui rencontre la courbe en un point à une dislance 
nulle du point m : c'est la tangente en m. 
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Définition et conventions. — Nous allons nous occuper île* 
lignes décrites pendant le déplacement d'une figure plane qui glisse 
sur son plan. Nous commençons par là l'étude d'une branche de I» 
Géométrie, que j'appelle Géométrie cinématique ('). 

La Cinématique a pouf objet l'étude du mouvement indi^pen- 
damment des forces; la G«'omt'ïri>ci>ie'nialJ^ue a pour objet l'éluile 
du mouvement indépendamment des forces et du temps, c'esl-i- 
dire qu'elle a pour objet l'étude des déplacements. Nous réservons 
l'expression de déplacement pour un mouvement dans lequel on 
ne considère pas la vitesse { - ). 



(') C'est, je cpoi», lu saïniil fondateur dea l\oa\-eUet Anaaia d* Matkémaii^t»<- 
M- Terqucm, qui, en iS3i), dans un nrticle de son inlérnsuil Recueil, ■, le preniin. 
fait uasEo de celte eipreBaion. D«puii, elle u été employée en Allenugaa. Le protrt- 
BGur D' Aranbold a publié, en 1873, un MÉmoiro relalif au déptaceraenl plan, inlï* 
tnlé Kiricmatiiche MUlkrîtungeit Grundzûge der kintmaiiichen Géométrie. 

Lea litres des Hémoires anivanta renfermenl des expressions atidagiiei : Xi'nniMt'irl- 
geomeiriicAe Viiteriucliungen der Bewtgaiig âhnlich verânder/icAer etener Sj'iiemr rot 
D' t. Barmeiter (1874), et Kiiitinalisch-geonielris<:lie Théorie der BetcUeiuùgm^g 
fur die tbeiie Bewegung von T. Rilterihaai, etc. 

(■) ■ 11 sembla d'abord que, quand oti a dit que U Mécanique Mt la réonion dl 
toutos les vérilcB relative! aux mouvements ou aux forces coniidérém en fëuènl. ra 
a «uinuniiiient distingué cette seienoe de lonlcs les autres. Moi» on pourrait ot^ecler 
que, dans la Géométrie, et surtout dnns la théorie dca lignés et des surr^cci, on de- 
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Les propriétés géométriques relatives aux déplacements des 
figures, intéressantes en elles-mêmes y sont utiles en Mécanique. 
Nous les employons en Géométrie comme on emploie les diffé- 
rentiations en Analyse, et nous arrivons ainsi à des propriétés géo- 
métriques concernant des figures immobiles. 

Pour l'exposition des propriétés relatives aux déplacements, 
nous adoptons les notations suivantes. Les points sont marqués par 
de petites lettres ; les lignes décrites par ces points, c'est-à-dire 
leurs trajectoires j sont indiquées par les lettres qui indiquent ces 
points placées entre parenthèses : ainsi le point a décrit la trajec- 
toire (a) . Les lignes mobiles sont indiquées par de grandes lettres ; 
les surfaces engendrées par ces lignes sont indiquées par les lettres 
qui indiquent ces lignes mises entre parenthèses : ainsi la ligne A 
engendre la surface (A). 

Si Ton considère pour un point la surface sur laquelle il se dé- 
place et que j'appelle surface trajectoire du point, il faut avoir 
soin de distinguer cette surface de la surface engendrée par une 
ligne ; nous l'indiquons par une lettre entre crochets : ainsi le 
point a a pour surface trajectoire [a]. 

9 

Déplacement fini d'une figure plane sur son plan. — Etant 
données sur un plan deux figures égales telles que ton puisse ame- 
ner l'une à coïncider avec l'autre par glissement sur le plan, on 
pourra obtenir cette coïncidence par une simple rotation ( * ). 

Le quadrilatère aicrf {fig' 96) est égal au quadrilatère a'b'c'dy 



finit cet lignes et ces surfaces en déterminant lo déplacement du point ou de la ligne 
i|ai les décrit, et que ce déplacement est déjà un mouvement. La réponse que je ferai 
à cette objection, c'est qu'il n'y a réellement mouvement que, quand l'idée du temps 
pendant lequel a lieu le déplacement étant jointe à celle du déplacement lui-même, 
il en résulte la notion de la vitesse plus ou moins grande avec laquelle il s'opère, 
considération tout à fait étrangère à la Géométrie, qui fait le caractère propre de la 
Mécanique et la distingue à cet égard de la Géométrie. » ( Ampère, Essai sur la phi- 
losophie des sciences, p. 63). 

(') Ce théorème, les théorèmes suivants, et la méthode des normales qui en résulte, 
&ont dus à M. Chasles. Foir, dans le Bulletin de la Société mathématique de France, 
1S78, le Mémoire qui a été présenté à la Société philomathique le 11 août 1829, et qui 
• pour titre Mémoire de Géométrie sur la construction des normales à plusieurs courbes 
mécaniques y par M. Chasles, et, du même illustre géomètre. Aperçu historique sur 
l'origine et le développement des méthodes en Géométrie, p. 548; 1837. 
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et nous supposons que lorsque le côté ab coïncide avec cib' les 
deux quadrilatères coïncident. Dans ces circonstances , nous allons 
montrer qu^il existe un point du plan autour duquel on peut faire 
tourner abcd de manière à l'amener à coïncider avec dVdd. 

Joignons le point a au point al , et élevons une perpendiculaire 
sur le milieu de la droite ad . Joignons le point b au point V^ et 
élevons une perpendiculaire sur le milieu de la droite bb\ Ces deoi 
perpendiculaires se rencontrent en un point o ; nous allons monlrei 
que le point o est le centre de rotation qui répond à la question. 

Il résulte de la construction de ce point que ao=^a!o et bo^^b'o. 
Les deux triangles aboy db'o sont alors égaux comme ayant leurs 

Fig. 96. 







trois côtés égaux chacun à chacun ; l'angle aob est donc égal à 
l'angle doUj et, par suite, l'angle aod est égal à l'angle boV. En fai- 
sant tourner la figure autour du point o de manière que le point a 
vienne en d, alors le point b vient en b'^ et, par suite, les deux 
quadrilatères coïncident. 

Nous avons considéré deux quadrilatères, mais il est bien clair 
que nous pouvons prendre une figure quelconque ; les points de la 
première figure viendront coïncider, après la rotation autour du 
point Oj avec les points correspondants de la deuxième figure. 

Ce que nous venons d'expliquer pour un déplacement fini est vrai 
pour un déplacement infiniment petit. 

Déplacement infiniment petit d'une figure plane, centre instan- 
tané de rotation. — Dans le cas d'un déplacement infiniment 
petit, le point o prend le nom de centre instantané de rotation» Les 
droites telles que ad y bb'y ce, • . . sont maintenant des tangentes 
aux lignes décrites par les points de la figure mobile pendant son 
déplacement infiniment petit. Les perpendiculaires élevées sur les 
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milieux de ces droites sont des normales à ces trajectoires, et nous 
voyons ainsi que : 

Pour un déplacement infiniment petit d^ une figure sur son plan, 
les normales aux trajectoires des points de cette figure passent 
par un même point qui est le centre instantané de rotation, et, si 
nous ne parlons pas du déplacement infiniment petit, nous pouvons 
dire : Pour une position quelconque d'une figure plane que l'on dé- 
place d'une manière continue sur son plan, les normales^ issues 
des points de la figure, aux trajectoires de ces points passent par 
le centre instantané de rotation. 

Il suflit de donner les trajectoires de deux points de la figure 
mobile pour connaître tout ce qui est relatif au déplacement 
de cette figure. Si, par exemple {fig» 9y)j la droite ai, de 




grandeur invariable, se déplace de façon que le point a reste sur 
sa trajectoire (a), le point b sur sa trajectoire (i), le centre instan- 
tané de rotation est le point de rencontre des normales issues des 
points a et b aux trajectoires (a), (&}; la normale à la courbe 
décrite par un point m entraîné pendant le déplacement de ab, 
c'est-à-dire lié invariablement à ai, est alors, d'après ce que nous 
venons de dire, la droite mo^ qui Joint le point m au centre instan- 
tané o. 

Du point o abaissons sur la droite ab la perpendiculaire oe; la 
tangente à la trajectoire du point e est la droite ab elle-même. 
Après la rotation infiniment petite autour du point o, le point e 
se déplace alors sur ab et reste sur cette droite après le déplace- 
ment de celle-ci ; il est donc l'intersection de ab avec ce segment 
arrivé dans sa position infiniment voisine ; il appartient, par suite, 
à la courbe enveloppe de ab. On détermine donc le point ou la 
droite ab touche son env^eloppe en projetant sur cette droite le 
centre instantané de rotation. 



1 1 
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Le même raisonnement s^applique à une courbe entraînée en 
même temps que ai, et Ton voit que le point oii cette courbe touche 
son envfeloppe est le pied de la normale qui lui est abaissée du 
centre instantané de rotation. 

Déplacement d'une figure de l'espace parallèlement à un plan. 
— Ce que nous venons de dire pour une figure plane qui glisse sur 
son plan s'étend, dans l'espace, au cas d'une figure qui se déplace 
parallèlement à un plan, avec cette différence, qu'au lieu d'un centre 
instantané de rotation, on a un axe instantané de rotation perpen- 
diculaire au plan. Ceci est applicable à un segment de droite qui se 
déplace dans l'espace; les différents points de ce segment décrivent 
des trajectoires, et les tangentes à ces trajectoires issues des points 
de la droite sont parallèles à un même plan. Le déplacement infi- 
niment petit d'un segment de droite dans l'espace peut donc 
s'obtenir au moyen d'une rotation autour d'une droite, et nous 
pouvons alors énoncer cette propriété : Les plans normaux aux 
trajectoires de tous les points d'une droite se coupent suivant une 
même droite ( * ). 



(*) M. Chasles a énoncé ce théorème, ainsi que beaucoup d'autres, dans un très- 
Leau traTail, inséré, en i843, dans les Comptes rendus des séances de l'jic€uiénde des 
Sciences, et intitulé Propriétés géométriques relatives au mouvement infiniment petit 
d'un corps solide libre dans V espace. 

Dans le môme Recueil, en 1860 et 1861, M. Cbasies a publié aussi Propriétés re^ 
1 a tives au déplacement fini quelconque, dans l'espace, d'une figure de forme invariable. 
(iC Mémoire est suivi d'une intéressante Notice historique sur la question du dépla- 
cernent d'une figure de forme invariable, à laquelle je renvoie le lecteur. 

Aux noms qui figurent dans cette Notice on peut ajouter ceux de : A. Bordonî (de 
Pavic), C.-J. Giulio (de Turin), G. Bellavitis, D. Turazza (de Padoue], Somoff, 
Lignine, Micolaidcs, Habich, Haton de la Goupillière, Jordan, Brisse et quelques 
autres que j'aurai l'occasion de citer plus loin. 
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QUATORZIÈME LEÇON. 

GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE (suite). 

DépUcemeni continu d'une figure plane sur son plan. — Développante, développée. 
— Développante d'une courbe sans point singulier, ou avec point singulier. ^^ 
Développantes de la développée d'une ellipse. — Déplacement d'une figure de 
grandeur variable. —Droite mobile de grandeur variable. — Construction du centre 
de courbure d'une ellipse. 



SuFFLlniiT. — Constructions diverses du centre de courbure d'une ellipse. 



Déplacement continu d'une figure plane sur son plan. — Nous 
avons vu que le déplacement infîniment petit d'une figure plane sur 
son plan est une rotation infîniment petite autour d'un point qu'on 
appelle centre instantané de rotation. Considérons maintenant le 
déplacement continu d'une figure plane sur son plan. 



Fig. 98. 




Pour les diverses positions de la figure mobile nous avons 
(Jig> 98), sur le plan fixe, une suite de centres instantanés de rota- 
tion c^Co C2, C3; sur le plan de la figure mobile, nous avons les 
points c^, c!\cf'^9 qui deviennent successivement ces centres de rota- 
lion. Les points c, C|, C2, Cj appartiennent à une courbe F qui est 
sur le plan fixe ; les points c', c/\ d" sont sur une courbe M tracée 
sur le plan de la figure mobile. Les courbes F et M ont en commun 
le point Cy qui est le centre instantané de rotation pour la position 
de la figure que nous considérons. Les deux courbes F et M sont 
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tangentes entre elles au point c. En effet, la distance cfc^ des 
points (/ et C|, qui sont chacun à une distance infiniment petite du 
point Cy est infiniment petite par rapport à cdj puisqu'elle est 
moindre que l'arc décrit par le point c' tournant autour du point c 
d'un angle infiniment petit. Ce que nous venons de dire pour le 
point c est vrai successivement pour les différents points c', cPy c^ 
lorsque ceux-ci coïncident avec les points C|, C2, C3; nous avons 
donc une courbe M dont les différents points AÎennent coïncider 
successivement avec les points de la courbe F et qui est, dans 
chacune de ses positions, tangente à F. La courbe M roule sur la 
courbe F, et nous voyons ainsi que le déplacement continu d'une 
Jigure plane sur son plan peut être obtenu en considérant sur le 
plan de la Jigure mobile une certaine courbe qui roule sur une 
courbe tracée sur le plan fixe. 

Le roulement d'une courbe sur une autre est un déplacement 
épicjcloïdal i on peut dire alors que le déplacement continu d'une 
figure plane sur son plan est un déplacement épicjcloïdaL 

La trajectoire (m) d'un point 7/1 prend le nom particulier de 
roulette. La courbe F porte le nom de base de la roulette. 

En nous reportant à ce que nous avons dit précédemment, nous 
voyons que la normale à la roulette décrite par le point m, lorsque 
ce point occupe sur cette courbe une position à laquelle corres- 
pond le centre instantané c, qui est le point de contact de F et de M, 
la normale, disons-nous, au point m à la courbe (m) est la droite me. 

Si la courbe F et Ja courbe M sont des circonférences de cercle, 
un point de la circonférence M décrit une roulette qu'on appelle 
épicjcloïde , Un point du plan de cette circonférence M, situé à 
l'intérieur de cette courbe, décrit une épicycloïde qu'on appelle 
raccourcie, et un point, au dehors de la circonférence M, décrit 
une épicycloïde allongée. 

Dans le cas où la courbe fixe est réduite à une droite, la courbe 
mobile étant toujours une circonférence M, on a, pour un point 
du plan de cette circonférence entraîné pendant le roulement de 
cette courbe sur la droite fixe, une cjcloïde, ou une cycloïde 
raccourcie, ou une cycloïde allongée, selon que le point est sur M, 
en dedans ou en dehors de M. 

Prenons un exemple de figure mobile, et cherchons la ligne fixe 
et la ligne mobile à l'aide desquelles on obtient le déplacement de 
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la figure de grandeur invariable par le roulement d'une courbe sur 
one autre. 

Supposons que la figure de forme invariable soit [fig^ 99) un 
segment de droite ab de grandeur invariable : le point a décrit la 
ligne droite (a), le point b décrit la ligne droite [b). Dans la posi- 
tion qu'occupe la droite aby le centre instantané s'obtient en me- 
nant, des points aetb^ des perpendiculaires aux lignes décrites par 
ces points; ces droites se coupent en un point c qui est le centre 
instantané de rotation. L'angle acb est le supplémentaire de l'angle 
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en o formé par les deux droites (a) et (i) ; par conséquent, sur le 
plan de la figure mobile, le pointe appartient au segment capable 
de l'angle aci décrit sur la droite ab\ il est sur la circonférence 
oacb. Le diamètre oc de cette circonférence étant de grandeur 
constante, le lieu des points tels que c est, sur le plan fixe, la cir- 
conférence décrite du point o comme centre avec oc pour rayon ; 
celte circonférence est tangente en c à la circonférence oacb. Ainsi, 
la circonférence dont le centre est au point o est la ligne fixe F et 
la circonférence oacb est la ligne mobile M. 

Pendant le roulement de la circonférence M dans l'intérieur de 
la circonférence F, le point a décrit le diamètre oa, le point b 
décrit le diamètre oi; de même un point quelconque de cette cir- 
conférence M décrit un diamètre de la circonférence fixe F. 

De là nous pouvons conclure la nature de la courbe décrite par 
un point quelconque m du plan delà circonférence mobile. Joi- 
gnons le point m au point f , centre de M ; ce diamètre rencontre la 
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circonférence M aux points e, g. Pendant le roulement de M, le 
point e se déplace sur le diamètre oe, le point ^ sur le diamètre og'^ 
le point m décrit donc une courbe qu'on peut considérer comme 
engendrée par un point d'une droite ge de grandeur invariable 
dont les extrémités e, g décrivent les côtés d'un angle droit. Le 
point m décrit donc une ellipse dont les axes sont sur oe et ogj et 
dont les longueurs des demi-axes sont me, mg. 

Ceci permet de retrouver la construction que nous avons donnée 
précédemment (p. 119) pour obtenir les axes d'une ellipse con- 
naissant deux diamètres conjugués. La normale en m à l'ellipse 
décrite par ce point est la droite cm, qui passe par le centre instan- 
tané c; cette droite rencontre la circonférence M en un point rf, 
et, comme od est perpendiculaire à cm, od est une parallèle à la 
tangente en m à l'ellipse, c'est-à-dire que od est le diamètre dont 
la direction est conjuguée du diamètre ont. 

Pour avoir la longueur de ce diamètre conjugué de orriy consi- 
dérons le point m comme un point de la droite cd. Pendant le rou- 
lement de M, cette corde, qui est de grandeur invariable, se dé- 
place dans l'angle cofif; le point c glisse sur la droite oc et le point <£ 
glisse sur la droite od. Lorsque le point c est venu au point o, le 
point m est venu sur la droite od en un point /i, tel que on = cm] 
le point n ainsi obtenu est l'extrémité du diamètre conjugué du 
diamètre om. 

D'après cela, on procède de la façon suivante pour construire 
les axes d'une ellipse connaissant les diamètres conjugués om et on: 
Du point m on abaisse une perpendiculaire sur on ; on porte sur 
cette perpendiculaire, à partir du point m, une longueur me = on] 
on joint le point o au point c, et l'on décrit sur cette droite une 
circonférence de cercle. On joint le point m au centre de cette 
circonférence par une droite qui la rencontre aux points e, g ; les 
droites oe, og sont les axes de l'ellipse, et les segments me^ mg 
sont les longueurs des demi-axes de cette courbe ( * ). On voit 
facilement que le segment que nous avons porté à partir du point m 



(*) C'est en 1857, dans les Nouvelles jinruUes de MathématiqueSy p. 188, que j'ti 
donné pour la première fois cette construction. Depuis, dans le même Recueil 
(1878), j'ai montré comment on en déduit la construction, bien connue, due k 
M. Ghasles. 
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pour obtenir le point c peut être porté dans l'autre sens ; la con- 
struction s'achève toujours de la même manière. 

Env^eloppe d'un diamètre d'une circonférence M qui roule sur 
une circonférence ¥. — Le point de contact cde ces deux circonfé- 
rences {Jig* 100) étant le centre instantané de rotation, nous 
avons le point où ce diamètre touche son enveloppe en prenant le 
pied e de la perpendiculaire abaissée du point c sur ce diamètre. 
Le lieu des points analogues au point e est alors la courbe enve- 
loppe du diamètre ab. On peut considérer le point e comme un 
point de la circonférence (i) tangente en c à M et dont le rayon 

Fi{j. 100. 




est moitié du rayon de M; ce point e est tel, que pendant le roule- 
ment de (i) à l'intérieur de M il décrit le diamètre ab. 

Le point ede la circonférence (i) peut être considéré comme la 
position qu'occupe ce point de cette courbe lorsqu'elle est tan- 
gente en c à F indépendamment de la courbe M. 

Nous voyons alors que le lieu des points tels que e est l'épicj- 
cloïde engendrée par ce point lorsque la circonférence ( i ) roule 
sur la circonférence F. 

On démontre de la même manière que, si une circonférence ( 2 ) 
roule à l'intérieur de M, un point ef de cette courbe engendre une 
épicy cloïde E et que l'enveloppe de cette courbe, entraînée en 
même temps que M, n'est autre que l'épicycloïde engendrée par le 
point e'de la circonférence ( 2 ) qui roule sur la circonférence F. 

Développante, développée. — Prenons comme courbe fixe une 
courbe quelconque et comme ligne mobile une tangente à cette 
courbe. 
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Pendant le roulement de cette tangente, chacun de ses points 
décrit une courbe ; ces courbes rencontrent à angle droit cette tan- 
gente dans chacune de ses positions : ce sont donc les trajectoires 
orthogonales des tangentes de la courbe fixe. Elles ont pour nor- 
males communes ces tangentes, et, comme elles interceptent sur 
ces droites des segments égaux^, ce sont des courbes parallèles. 
Toutes ces courbes, trajectoires orthogonales des tangentes de la 
courbe fixe, portent le nom de déifeloppantes de cette courbe, et, 
par rapport à ces courbes, la courbe fixe porte le nom de déve^ 
loppée (*). 

La développée d'une courbe est l'enveloppe des normales à la 
courbe, et, comme nous avons rappelé que le point de rencontre 
de deux normales à une courbe, qui sont infiniment voisines, est 
un centre de courbure de cette courbe, nous pouvons dire que la 
développée d'une courbe est aussi le lieu des centres de courbure 
de cette courbe. 

Une courbe n'a qu'une développée ; elle a une infinité de déve- 
loppantes. 

Développante d'une courbe sans point singulier, ou avec point 
singulier (^). — Traçons une développante d'une courbe fermée. 




Considérons {fig* loi) les tangentes qui touchent cette courbe aux 
points I, 2, 3, 4* En prenant la trajectoire orthogonale de ces tan- 
gentes à partir du point m, on a pour développante une branche qui 

(*) HcYGEXS, Horoîogium oscillatorium et De Unearum curvarum evolutione et di^ 
mensione, 

(') Parmi les géomètres qui se sont occupés des points singuliers, je dteni : 
MM. Cayley, Quarterljr Journal, t. VII; de la Gocrxbrie, Journal de JUathématiçuet de 
Liouville, 2* série, t. XIV et XV; Stolz, Mathematische Annalen, t. VIII et t. XV^Nôtho, 
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s*élend à rinfînî. SI nous prenons les tangentes partant des points i', 
2\ y y éi^surhi courbe dans le sens opposé à celui que nous avions d'a- 
bord considéré, nous avons à partir du point m l'autre branche de la 
développante, qui s'étend aussi à Tinfini. Nous avons au point m un 
point pour lequel on a deux branches de courbe tangentes à la nor- 
male en m à la courbe fixe. Le point m est donc un point de re- 
broussement de première espèce^ et nous voyons que la dévelop- 
pante rencontre la courbe fixe en un point de rebroussement de 
première espèce. Nous supposons évidemment que le point m est 
an point ordinaire sur la courbe fixe. 

Lorsque les deux branches d'une courbe sont tangentes à une 
même droite et situées d'un même côté de cette droite, on a un 
point de rebroussement de deuxième espèce. On rencontre ce point 
de rebroussement de deuxième espèce en cherchant la dévelop- 
pante d'une courbe qui présente un point d*in£[exion« 

Si nous prenons la développante qui part d*un point m {fig* 102) 

Fig. 103. 



m 
r 



d'une courbe qui présente un point d'inflexion au point i, nous 
avons à partir du point m la trajectoire orthogonale des tangentes 
dont les points de contact sont les points de l'arc mi\ puis nous 
rencontrons en r la tangente au point d'inflexion, et à partir de ce 
point nous trouvons une branche de courbe trajectoire orthogo- 
nale des tangentes dont les points de contact sont sur le prolon- 
gement de l'arc mi, La développante présente au point /* un point 
de rebroussement de deuxième espèce. 

Si l'on cherche la développante d'une courbe qui a elle-même un 
point de rebroussement de deuxième espèce, on trouve encore une 



Uathenuuitehe AnnaleHy t. IX; Halphen, Recueil des Savants étrangers, t. XXVI, ot 
Bulletin de la Société mathématique de France, t. III, IV, V ; Smith, Proceedings of 
Lundon miUhematieal SocietjTt t. VI ; ZEcrnE?!, Mathematische Annalen, t. X. A cette 
liste on doit ajouter le nom de M. Pcisecx, qui, le premier, a fait 1 étude d'une fonc- 
tion algébrique dans le Toisinage d'une valeur singulière. 
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brandie de courbe qui présente un point de rebroussement t de 
deuxième espèce situé sur la tangente à la courbe donnée en son 
point de rebroussement. La différence qui existe entre le point t 
que nous trouvons maintenant et le point r que nous avons trouvé 
tout à l'heure, c'est que le point t est un sommet, puisqu'on par^ 
courant la développante on trouve successivement, pour les points 
de cette courbe, des rayons de courbure allant d'abord en croissant 
jusqu'à ce qu'on arrive au rayon de courbure de la courbe en t, et 
à partir de ce rayon de courbure ils vont en décroissant ; au point t 
on a donc un rayon de courbure maximum, tandis que, pour la 
courbe qui présente un point d'inflexion, on a un rayon de courbure 
allant constamment en croissant lorsque l'on parcourt cette courbe 
depuis le point m jusqu'au point r, puis à partir du point r sur 
l'autre branche du point de rebroussement. 

Cherchons la développante d'une courbe qui a des branches 
infinies. Prenons une hyperbole {Jig» io3) et un point m de 
cette courbe; traçons la trajectoire orthogonale des tangentes 

Fig. io3. 




dont les points de contact sont i, 2, 3 et ainsi de suite jusqu'à 
l'infini. Nous avons une branche de courbe partant normalement 
à l'hyperbole et venant rencontrer l'asymptote au point a à angle 
droit. Puis nous devons prendre les points 4i S> 6 de l'autre 
branche, à partir de l'infini, et les tangentes en ces points, pour 
tracer la trajectoire orthogonale de ces tangentes à partir du 
point a. La développante vient rencontrer de nouveau la courbe 
au point m', repart de ce point m', rencontre de nouveau l'autre 
asymptote et continue ainsi de suite. 

Nous avons successivement sur la courbe des points de rebrous- 
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sèment pour cette développante, et aux points où cette ligner ren- 
contre les asymptotes nous avons des points d'inflexion. 

Si nous prenons comme autre exemple une courbe située d'un 
même côté par rapport à Tune de ses asymptotes, en partant d'un 
point m de cette courbe {fig* io4), nous avons un arc de courbe 
partant normalement en m relativement à la courbe donnée et 
rencontrant à angle droit en a l'asymptote. Nous continuons à 




partir du point a ; nous avons une branche de courbe qui vient 
rencontrer la courbe donnée au point tn'\ en ce point nous avons 
un point de rebroussement ainsi qu'au point m. Nous voyons sur 
cet exemple un point de rebroussement de première espèce en m 
pour lequel le rayon de courbure de la développante est nul, et 
en a un point de rebroussement de cette même développante pour 
lequel le rayon de courbure est infini. 

DéYeloppantes de la déYeloppée d'une ellipse. — Traçons la dé- 
veloppée d'une ellipse [fig» io5). Cette développée est l'enveloppe 
(les normales à la courbe ; elle a quatre points de rebroussement 
situés sur les axes de l'ellipse. En prenant les développantes de cette 
développée , nous avons des courbes parallèles à l'ellipse, c'est-à- 
dire des courbes qu'on obtient en portant sur les normales à l'el- 
lipse des segments égaux entre eux. 

En partant du point m de cette développée, on a une courbe (i) 
qui a quatre points de rebroussement sur la développée de l'el- 
lipse. 

En partant du point m', on a une courbe qui présente toujours 
quatre points de rebroussement, mais qui a en outre deux points 
doubles situés sur le grand axe. 

Enfin, en partant du point n sur une tangente à la développée de 
l'ellipse, nous avons une courbe dont la forme rappelle la forme 
même de l'ellipse. 
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[1 est Important de connaître les formes de ces courbes paral- 
lèles à Tellipse. On les rencontre, par exemple, quand on cherche 
la projection orthogonale d'un tore sur un plan oblique par 
rapport au plan qui contient le centre de la sphère, variable de po« 
sition, mais de grandeur constante, qui engendre le tore. Le centre 




de cette sphère mobile décrit dans l'espace un cercle dont la pro- 
jection est une ellipse ; la sphère de grandeur invariable, dont le 
centre est sur ce cercle, se projette suivant une circonférence de 
cercle décrite d'un point de cette ellipse comme centre. On a donc 
à considérer la courbe enveloppe d'une suite de circonférences de 
cercle ayant des rayons égaux et dont les centres sont sur une 
ellipse. L'enveloppe est une courbe parallèle à l'ellipse ; on l'obtient 
en portant sur les normales à l'ellipse une longueur constante 
égale au rayon de ces circonférences. Le contour apparent du tore 
est donc formé par une ligne qui a l'une ou l'autre forme des 
développantes de la développée de l'ellipse que nous venons de 
tracer, selon la position du tore par rapport au plan de projection. 

Déplacement sur son plan d'une figure de grandeur yariable. 
— Relativement au déplacement d'une figure plane sur son plan, 
nous avons toujours considéré une figure de grandeur invariable ; 
nous allons montrer par un exemple comment on peut résoudre 
certains problèmes relatifs à une figure variable de forme, en pro- 
fitant des éléments de cette figure qui restent de grandeur inva- 
riable (*). 

( * ) Voir Chasles, Mémoire de Géométrie sur la construction des normales à plusieurs 
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Prenons une droite mobile ab qui enveloppe une courbe don- 
née E (fig* 106), la longueur de cette droite étant définie par des 
courbes sur lesquelles doivent se trouver les extrémités a et &• 
Ainsi le point a reste sur la courbe (a), le point b sur la courbe [b). 
Sur cette droite construisons un triangle abm semblable à un 
triangle donné. Lorsque nous construirons ainsi, pour chacune des 
positions de la droite ab^ un triangle tel que abm y les points tels 

Fig. 106. 




\^ 



que m appartiendront à une courbe (m). Nous nous proposons de 
déterminer au point m la normale à cette courbe. 

Puisque les triangles tels que abm restent semblables à un 
triangle donné, Tangle en a est de grandeur invariable. Lorsque le 
point a se déplace infiniment peu sur sa trajectoire, le côté ae de 
cet angle restant toujours tangent à la courbe E, nous avons un 
centre instantané de rotation a au point de rencontre de la normale 
en a à la trajectoire de ce point et de la normale en e à la courbe 
enveloppée par ab. Au moyen de ce centre instantané a nous ob- 
tenons le pointy, où am. touche son enveloppe, en prenant le pied 
de la perpendiculaire abaissée du point a sur am. 

De même, en considérant Fangle en &, nous avons, pour le dé- 
placement infiniment petit de Tangle mobile abm de grandeur 
invariable, un centre instantané |3 à Taide duquel nous obtenons 
le point ^, où le côté mh touche son enveloppe, en abaissant une 
perpendiculaire du point j3 sur ce côté et en prenant le pied de 
cette perpendiculaire. 

Nous avons maintenant un angle de grandeur invariable m, dont 



courbes mécaniques {Bulletin de la Société mathématique de France, t. VI, p. 323) et 
le Supplément de la quinzième Leçon. 
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les côtés sont tangents à deux courbes ; nous construisons le centre 
instantané relatif au déplacement infiniment petit de cet angle en 
prenant le point de rencontre des normales à ces courbes issues des 
points f^^g\ ces droites se coupent au point fx. Le point |x est le 
centre instantané relatif au déplacement de l'angle m, et alors la 
normale à la courbe décrite par le point m est la droite a/ra. 

Cet exemple montre comment on peut déterminer la normale à 
la courbe décrite par un point d'une figure de grandeur variable, 
en profitant des éléments de cette figure qui restent de grandeuf 
invariable pendant son déplacement. 

Le triangle qui a pour sommets les trois points a, p, /x est sem- 
blable au triangle ahin\ on a 



PlL mb 

Prenons le cas particulier où le triangle construit sur ab a son 
sommet en m', à une distance infiniment petite de a& ; le point fi.^ 
analogue au point p, sera infiniment voisin de aJ^y et Ton aura 
toujours 

OL'J. am* 

yî p m b 

ce qui donne le résultat suivant : 

On partage un segment de droite ab de grandeur ^variable en 
segments proportionnels à deux segments donnés au point m!; 
pour avoir la normale à la courbe lieu des points tels que m\ 
on mène la normale en a à la trajectoire de ce point ^ cette droite 
rencontre la normale, issue du point e à l'enveloppe de la droite 
mobile y au point a. On détermine de même le point |3 sur la nor- 
male ca. On prend sur cc^ un point p', placé par rapport aux 
points tf, p comme le point m est placé par rapport aux points a 



oLu! . , , , am' 



et b. de telle façon que -7-5 soit égal à —rr\ l^ normale à la courbe 
lieu des points m' est la droite m'y!. 

Inversement, si Ton a trois courbes (a), (m'), (i) et si une 
droite mobile est déplacée de façon que ces courbes la partagent 
en segments proportionnels, pour une position de cette droite, 
on obtient le point où elle touche son enveloppe en menant une 
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perpendiculaire à la droite ab qui soit partagée par les normales 
aoij m'ii'f b^de façon qu'on ait sur cette perpendiculaire les points 

«,p^etpielsque^ = ^. 

Si la droite mobile reste, pendant son déplacement, normale 
à Tune des courbes données, (a) par exemple, le point où elle 
touche son enveloppe est un centre de courbure de (a). Voici une 
application. 

Construction du centre de courbure d'une ellipse. — Prenons 
trois courbes : l'une est une ellipse {m) {fig' 107), les deux autres 
sont les axes de cette ellipse. Une normale quelconque à l'ellipse 

Fiç. 107. 




&* 



L 



niab est partagée par ces trois courbes, comme l'on sait, en 
segments proportionnels. Nous pouvons alors déterminer le point 
où cette normale touche son enveloppe, c'est-à-dire le centre de cour- 
bure de l'ellipse correspondant au point m. La normale au point m 
ù l'ellipse est la droite mobile elle-même ; la normale en a à la ligne 
sur laquelle doit rester ce point est la perpendiculaire élevée de a 
au grand axe ; de même pour le point b. 

Nous devons donc construire une perpendiculaire à la normale 
qui soit partagée, par la normale ma et par les perpendiculaires aux 
axes menées des points a et i, en segments proportionnels kma 
cl mb. 

Menons la tangente mt à l'ellipse; joignons le point f, où 
cette droite rencontre le grand axe, au point b. Celle droite ren- 
contre en a la perpendiculaire élevée du point a au grand axe ; 
abaissons du point a une perpendiculaire sur la normale: le pied /ix 
de cette perpendiculaire est le point demandé. Pour le montrer. 



prolongeons la droite wjt jusqu'au po 



1 elle rcDConlre Ap; 



ml- ' 



>|9 



Le point fi satisfait donc bien aux conditions qu'il doit remplir, el 
dès lors il est le centre de courbure de l'ellipse. 

Transformons la construction que nous venons de trouver pour 
le point (jt, A cet effet, considérons sur la figure les droites ob, mb, 
ont, mt, tb comme représentant les projections des arêtes d'un 
tétraèdre. Coupons ce tétraèdre par un plan mené à partir du 
point fx de l'arètc mb parallèlement au:ï arêtes opposées ob, ml. La . 
Irace de ce plan sur la face mht est la droite fwt, la trace de ces 
même plan sur la lace obt est la droite a.a, sa trace sur la face om 
est la parallèle menée du point a à mt, et enfin sur la face ohm nouK- ^^ 

obtenons la droite à^. Puisque ad est parallèle â nU, celt- g 

droite est perpendiculaire ù la normale. Nous arrivons donc à I ^j 
construction suivante : A partir du point a, oit la normale en f ;, 
rencontre l'un des axes, nous menons une perpendiculaire 
normale; cette droite rencontre le diamètre i/ui passe en n, 
point d; nous abaissons de ce point dune perpendiculaire sur l'oi 
dont nous at'ons considère le point de rencontre avec la nortnat. 
cette perpendiculaire rencontre la normale au centre de co^mr- 
bure y. de la courbe {'). 

Il est évident que cette construction est vraie, qu'on l'applique 
un a\c ou à l'autre. Nous l'emploierons plus tard pour détermioer 
le centre d'une conique lorsque l'on donne l'un des axes, un poini 
de la courbe et le centre de courbure correspondant. 



n t^^n 

QLmr- Ê 

\*»ei C 
liner 1^ 
lOini Kj 



(') M. Lagiiorre a dunné une co 
■oïl travail Sur la détcrmiaaliaa, ei 
de l'indicatrice et det rajrons de c< 
ai. Seial, 3* série, t. IV, p. 3^;]. 
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SUPPLÉMENT A LA aUATOESIËHE LECOH. 

Constmctions diverses dn centre de courbure d'une ellipse. — Nous 
venons de donner le moyen de construire le point ^t [fig. 107) en déter- 

minant une droite fjiajS telle que l'on ait '-^ = — • 

En nous appuyant sur cette même proportion, nous allons arriver à 
d'autres constructions du point /x. Le triangle uot est semblable au 
triangle bca : les côtés de ces triangles sont respectivement perpendicu- 
laires. En vertu de la proportion précédente, la normale mab et le 
triangle uoi déterminent une figure qui est semblable à celle qui est formée 
par le triangle bca et la droite |xa|3. La droite /xc est alors perpendiculaire à 
son homologue ont. On a donc, pour déterminer le point /x, cette construc- 
tion : les perpendiculaires aoL^b^ aux axes de l* ellipse se rencontrant en c, 
on abaisse de ce point une perpendiculaire sur le diamètre mo : cette droite 
rencontre la normale mb au centre de courbure fi. 

Les figures semblables que nous venons d'employer montrent aussi que 

Ton a — =-^» Il suffit donc, pour avoir le centre de courbui-e, de cher- 

mu iib '^ 

cher, sur ab^ un point f* qui partage ce segment comme m partage le 
segment tu. Pour cela, on mène la droite ua, elle coupe la parallèle à ot, 
menée du point m, en un certain point : la parallèle à ob menée de ce point 
passe par le centre de courbure /x cherché. 

Autrement : on mène du point a une parallèle à tu, elle rencontre mo 
au point d : la parallèle à ob menée de ce point d passe par p. Nous re- 
trouvons ainsi la construction que nous avons donnée en terminant la qua - 
toraème Leçon. 

Remarque, — Projetons a et |B en 7 et r sur les axes : on démontre faci- 
lement que la droite rq est parallèle à mo et contient ^. Cette remarque 
nous sera utile. 
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GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE (suite). - COURBES GAUCHES. 

Construction du centre de courbure d'une épicyclolde. — Construction du centre de 
courbure d'une courbe entraînée dans le déplacement épicycloîdal. — Cjctoide. ^ 
Courbes gauches, — Plan osculateur. — Projections diverses d'une courbe gtnche. 
— Hélice. — Projection d'une hélice. — Perspective caTalière d'une hélice. — Rayon 
de courbure d'une hélice. 



Supplément. — Géométrie cinématique, — Construction des centres de courbure des 
lignes décrites pendant le déplacement d'une figure plane sur son plan. — Centre 
de courbure de la ligne décrite par- un point d'une figure mobile de grandeur imi- 
riable. — Construire le centre de courbure de la développée d'une ellipse. -* Sur 
le déplacement infiniment petit d'une figure polygonale de forme yariable. 



. Construction du centre de courbure d'une épicyclolde. — M 

{Jig. io8) est la circonférence qui roule sur la circonférence fixe F, 
m est le point qui engendre Tépicycloïde. 

Fig. 108. 



en- 




joignons le point m au point de contact a des circonférences 
F et M. La droite ma est la normale au point m à Tépicycloïde. 
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Joignons le point m au centre c de la circonférence M, et par le 
centre o de la circonférence F menons une parallèle à la droite me ; 
cette droite rencontre la normale ma au point b. 
Les triangles macj boasonl semblables, et Ton a 

me oh 

' ^^ ■ • 

ca oa 

Dans cette proportion, les segments me y ca, oa sont de grandeur 
constante , quelle que soit la position de la circonférence mobile ; 
le segment ob est donc aussi de grandeur constante. Le lieu des 
points tels que b est, dès lors, la circonférence décrite du point o 
comme centre avec ob pour rayon . 

Les triangles semblables mac, boa montrent aussi que le rapport 
de ma à mb est constant. La droite ma est donc partagée, quelle 
que soit la position de la circonférence M, par Tépicycloïde, la cir- 
conférence fixe F et la circonférence concentrique à celle-ci, qui 
passe par le point b, en segments proportionnels. 

Nous pouvons alors construire le point où cette droite touche 
son enveloppe. La normale au point m à Tépicycloïde est la 
droite ma ; la normale au point a à F est le rayon ao ; la normale 
en i à la circonférence qui contient ce point est le rayon bo. Nous 
devons alors mener une perpendiculaire à la droite ma qui soit 

partagée par ces trois droites en segments proportionnels à — -.• 

Pour cela , élevons au point a une perpendiculaire à ma ; elle 
rencontre la droite me au point d : la droite do coupe la normale 
ma au point ^ : ce point fx est le centre de courbure demandé {*), 
Pour le faire voir, prolongeons la droite acf jusqu'au point e et 
menons parallèlement à cette droite la ligne fia^ ; on a 

jxa da ma 

^|3 ele mb 

Le point jui est donc bien le pied de la perpendiculaire partagée 
par les normales aux trois courbes en segments proportionnels à 
ma, mb\ c'est le centre' de courbure de Tépicycloïde. 

Pour avoir la relation qui existe entre le rayon de courbure myi 



(') Cetle construction, due à Eulcr, est généralement attribuée à Savait (iVoMtvoirx 
Commentaires de Saint-Pétersbourg pour 1766, t. Xt, p. 209)* 
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et les rayons des deux circonférences M el F, que nous dési- 
gnerons par R|i et Rp, nous ferons usage du lemme suivant : 

«Si l'on a un angle de sommet s {Jig* 109), un point o dans 
l'intérieur de cet angle, et que l'on mène par le point o une 



transversale quelconque qui rencontre les côtés de l'angle aux 
points a et b, quelle que soit la transiter sale. 



/ I I \ 1 

( h -7 I -:--; — = COnsl. 

\oa objsinbos 



Appliquons ce lemme. Prenons {Jig< 108) Tangle mdo et les 
deux transversales mby co qui passent par le point a. On a 



am ail \R|| Rf/siiic 



oad 

Appelons p le rayon de courbure m/cx et f l'angle mac ; cette for- 
mule peut s'écrire 

am p — am \Rj| Rf/cos^ 

Telle est la relation qui permet de déterminer p, connaissant 
Tanglc (f et la portion de normale am comprise entre le point dé- 
crivant et le point de contact des deux circonférences. 

Construction du centre de courbure de T enveloppe d'une courbe 
entraînée dans le déplacement épicycloidal. — La construction du 
centre de courbure de la courbe décrite par un point permet de 
trouver le centre de courbure de la courbe enveloppée par une 
courbe entraînée dans le mouvement. 

Pour le faire voir, nous démontrerons d'abord le lemme suivant: 
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Deux courbes parallèles entraînées dans le déplacement épi- 
(j'cloïdal ont pour enveloppes des courbes parallèles entre elles. 

Pour une position quelconque de la figure, les points où ces 
courbes touchent leurs enveloppes sont les pieds des normales qui 
leur sont menées par le point de contact a de la courbe mobile et 
de la courbe fixe. Comme ce sont des courbes parallèles, la nor- 
male à Tune est normale à Tautre, et le segment m/i, compris entre 
les pieds de cette normale sur les courbes entraînées, est de gran- 
deur constante, quelle que soit la position de la figure. Nous voyons 
ainsi que les courbes enveloppes ont pour normale commune la 
droite om, et la portion mn de cette normale comprise entre les en- 
veloppes est une longueur constante : donc les enveloppes sont 
aussi des courbes parallèles entre elles. 

Dans le cas particulier où la courbe entraînée est une circonfé- 
rence de cercle, la courbe enveloppe se compose de branches paral- 
lèles distantes entre elles d'une longueur égale au diamètre de cette 
circonférence, et ces branches sont aussi parallèles à la courbe 
engendrée par le centre de cette circonférence. 

Fig. iio. 




Prenons maintenant une courbe quelconque C {Jig* no). Du 
point de contact a de F et de M menons une normale ap à cette 
courbe ; prolongeons a/7 jusqu'au centre de courbure y de la courbe 
entraînée, et du point y comme centre décrivons avec yp pour 
rayon le cercle de courbure de la courbe C. Sur la courbe mo- 
bile M prenons un point a' infiniment voisin du point a; en 
menant à partir du point a' une normale à la courbe entraînée C et 
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une normale à son cercle de courbure, nous obtenons deux points 
qy r, qui sont Tun et Tautre infiniment voisins du point p, et 
l'angle raq est infiniment petit du second ordre (*). 

Après un déplacement infiniment petit de M, le pointa' devient 
le centre instantané âj, le point ^ vient au point ^o cpi est un 
point de la courbe enveloppe £ de la courbe C entraînée, et le 
point;* vient au point Ti, qui est un point de la courbe enveloppe 
du cercle de courbure entraîné. Les points q^ et ;'| sont infiniment 
voisins du point p^ et Tangle r^a^q^^ qui est égal à Tangle raq^ 
est toujours infiniment petit du second ordre. Les développées 
des courbes enveloppes, qui sont des courbes tangentes à la nor- 
male pay doivent alors toucher cette droite au même point : nous 
voyons ainsi que les courbes enveloppes de la courbe entraînée 
et de son cercle de courbure sont des courbes osculatrices (*). 

Mais, en nous reportant au lemme, le cercle de courbure a 
pour enveloppe une courbe parallèle à la ligne décrite par le 
point yi on a donc le centre de courbure de E en construisant le 
centre de courbure de la courbe décrite par le point 7 (' ). 

Fî(j. III. 



Cyclolde. — Tout ce que nous avons dit pour l'épicycloïde est 



(*) En général, si Ton conaidère uno courbe ayant avec G un contact de Tordre n 
en ■/», les normales à ces courbes abaissées do a', qui est infiniment près de ap^ 
c'est-à-dire les tangentes à leurs développées qui partent de a\ font entre elles un 
angle infiniment petit du n'^^ ordre. Il est facile d'énoncer la réciproque. 

(*)De la même manière, on démontre le théorème suivant: Deux courbes ayant 
entre elles un contact du n***^ ordre au point p ont pour enveloppes des courbes ayant 
entre elles en ce point un contact de ce même ordre, 

(') Résultat dû à Euler {loc, cit.). Voir aussi Des méthodes en Géométrie, par 
P. Skrrbt, p. 83. 
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applicable à la cycloïde. La construction du centre de courbure de 
la cycloïde engendrée par le point m (fig* m) est la suivante : 
on joint le point m au point de contact a du cercle mobile et de 
la droite fixe ; on élève au point a une perpendiculaire à ma\ on 
joint le point m au centre de la circonférence mobile; cette droite 
rencontre en d la perpendiculaire que nous venons de mener du 
point a; la perpendiculaire abaissée du point d sur la droite fixe 
rencontre ma au point fx, qui est le centre de courbure de la 
cycloïde engendrée par m. 



COURBES GAUCHES. 



On appelle courbe gauche une courbe qui n^est pas plane. 

Pour ces courbes, comme pour les courbes planes, nous com- 
mencerons par rappeler des définitions, des résultats et quelques 
démonstrations, en insistant particulièrement sur ce qui doit nous 
être le plus utile (*). 

En chaque point d'une courbe gauche, il y a une tangente et une 
infinité de normales ; toutes ces normales sont dans le plan normal 
à la courbe, qui est le plan mené perpendiculairement à la tangente 
par le point de contact de cette droite. 

Plan osculateur. -* Parmi tous les plans qu'on peut mener par 
un point m d'une courbe gauche, il y en a un qui se rapproche de 
la courbe plus que tous les autres. 

Par le point m [Jig- 112), menons un plan quelconque qui 
coupe la courbe sous un angle fini. Un point m' de la courbe, qui 
est infiniment voisin du point m, est à une distance de ce plan qui 



(•) J. BuTRAND, Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral, t. I, p. 697; de 
Sai!IT-Vehant, Mémoire sur les lignes courbes non planes {Journal de V École Poljrtech' 
niquCf XXX* Cahier). 
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est un infiniment petit de même ordre que mm' y car on a 



mp = mm',s\npmm\ 



et nous supposons que l'angle pmm' est un angle fini. 



TiQ, lia. 



X 



/ 




Si nous voulons que la distance m'p soît infiniment petite par 
rapport à mm!^ nous devons supposer que la corde mm' est rencon- 
trée par ce plan sous un angle infiniment petit, c'est-à-dire que le 
plan doit être mené par la tangente en m à la courbe. 

Cherchons, parmi tous les plans qu'on peut mener par la tan- 
gente en m à une courbe, celui qui se rapproche le plus de la courbe. 
Par la tangente mt (fig^ ii3) à la courbe, menons un plan; 
abaissons du point ml de la courbe gauche, qui est infiniment voisin 
du point m, la perpendiculaire m.'p sur ce plan et la perpendicu- 
laire m'q sur la tangente mt. 

Fig. II 3, 




Nous avons un triangle rectangle m'pq^ et, dans ce triangle, 



m' p = m' q smpqm' ; 



comme tout à l'heure, nous voyons que, parmi tous les plans menés 
par mty celui qui se rapproche le plus de la courbe est celui pour 
lequel cette distance m*p est infiniment petite par rapport à m'y : 
c'est le plan pour lequel l'angle pqm'esl infiniment petit, c'est-à-dire 
le plan mené par la tangente int et par le point de la courbe gauche 
m\ qui est infiniment voisin du point m. Ce plan est ce qu'on appelle 
le plan osculateur de la courbe gauche. 

Nous allons faire voir que le plan osculateur d'une courbe gauche 
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en un point m {fis> 1 14) est aussi le plan mené par la tangente en m 
à cette courbe parallèlement à la tangente à la courbe au point qui 
est infiniment voisin du point m. 

Projetons la courbe gauche sur un plan perpendiculaire à la tan- 
gente en m. Le point m est projeté au point fz, et le point m'y infi- 
niment voisin du point m, est projeté au point |I^ Le plan oscu- 
lateurde la courbe, considéré comme étant le plan mené par la 
tangente mji et par le point m'y infiniment voisin du point m, a pour 
trace sur le plan de projection la droite fzu'; le plan mené par la 




tangente mfx, parallèlement à la tangente au point m'y a pour trace 
Sur le plan de projection la droite menée du point fx parallèlement 
à la tangente en ju,'. Lorsque le point m'est confondu avec le point m, 
le point f/ est confondu avec le point fx, et les traces des deux plans 
que nous venons de considérer viennent coïncider en fz et sont en 
ce point la tangente à la projection de la courbe. Nous voyons alors 
que les deux plans n'en font qu'un. 

Ainsi nous pouvons dire que le plan osculateur est le plan mené 
par une tangente à la courbe parallèlement à la tangente à cette 
courbe issue du point infiniment voisin de celui que Ton considère. Il 
résulte de là que, si à partir d'un point s on mène des droites pa- 
rallèles aux tangentes d'une courbe gauche, la surface conique lieu 
de ces droites jouit de cette propriété : Le plan tangent, le long 
de la génératrice qui est parallèle à la tangente myiy est parallèle 
au plan osculateur de la courbe gauche au point m. 

On peut démontrer qu'on arrive encore au môme plan oscula- 
teur en cherchant le plan qui passe par le point m de la courbe 
gauche et par deux points infiniment voisins; en d'autres termes, 
le plan osculateur a, avec la courbe gauche, trois points infini- 
ment voisins communs. 
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Puisque le plan osculateur peut être considéré comme ayant avc< 
la courbe trois points infiniment voisins communs, il traverse h 
courbe; cette propriété est importante à remarquer. 

Le cercle osculateur est tracé sur le plan osculateur; le centre d< 
ce cercle est sur la normale à la courbe qui est dans le plan oscu 
lateur. On donne à cette normale le nom de normale principale. 

La perpendiculaire au plan osculateur élevée de ce centre d< 
courbure est une droite que nous appellerons axe de courbure d< 
la courbe gauche. 

Les plans osculateurs d^une courbe gauche en deux points infi- 
niment voisins comprennent entre eux un angle qu'on appelle 
angle de torsion. 

Le rapport de Tangle de deux plans osculateurs infinimeni 
voisins à Tare compris entre leurs points de contact est la seconde 
courbure ou la torsion de la courbe gauche. 

L'inverse de cette seconde courbure est le rayon de seconde 
courbure ou rayon de to7*sion. 

Les courbes gauches sont souvent appelées coivbes à double 
courbure. 

La plus courte distance de deux tangentes à une courbe 
gauche, qui sont infiniment voisines, est un infiniment petit 
d'ordre supérieur au second (*). 

Par la tangente mt {fig> 1 15) menons un plan parallèle à la tan- 

Fig. ii5. 

■ V 

y -^ / y 

■ ■ "■ — -^ — t . 



/ 



gente au point ni\ abaissons du point ni une perpendiculaire nip 



(*) Bouquet, Remarques mr les systèmes de droites dans l'espace {Journal de Mathé- 
matiques de Liouville, V^ Bérie, t. XI, p. 1 25); G. Bonnet, Note sur la distance de 
deux tangentes infiniment itoisines à une courbe gauche {Nouvelles jinnales de Matké» 
matiques, \^^ série, t. XII, p. 192). Dans cette Note, M. G. Bonnet donne l'eipret- 
sion de cette distance, qu'il trouve égale au douzième du produit de l'arc par 
l'angle de contingence et par l'angle de torsion. 
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sur ce plan : wlp est égal à la plus courte distance des deux tan- 
gentes en m et m!. Abaissons du point m! une perpendiculaire n^(/ 
sur la tangente m£, joignons le point p au point q : 

m'p = m'q cospm'q. 

Ttilq est un infiniment petit du second ordre lorsque m' est infi- 
niment voisin de m. Mais, lorsque m! est infiniment voisin de m, 
Tangle pm'q diffère infiniment peu d'un angle droit; nous voyons 
alors que m'p est infiniment petit par rapport à //t^^, et, par suite, la 
plus courte distance des deux tangentes est un infiniment petit 
d'ordre supérieur au second. 

Projections diverses d'une courbe gauche. — Appliquons ce 
que nous venons de rappeler ou de démontrer à l'examen des pro- 
jections diverses d'une courbe gauche. 

Supposons qu'il s'agisse de la projection conique d'une courbe 
gauche. Si le point d'où l'on fait partir les rayons projetants est 
placé arbitrairement par rapport à la courbe, la projection de la 
courbe jouit de cette propriété ; La tangente en un point a', projec- 
tion du point a de la courbe, est la projection de la tangente en a. 

Si le sommet du cône projetant est dans l'un des plans oscula- 
teurs de la courbe, la projection de la courbe est tangente à la trace 
de ce plan osculateur sur le plan projetant et est située de part 
et d'autre de cette trace ; elle présente alors un point d'inflexion. 

Si le sommet du cône projetant est un point de la tangente 
en m à la courbe gauche, la projection de cette courbe est tangente 
au point /x, projection de m, à la trace du plan osculateur en m sur 
le plan projetant, et, comme la courbe gauche est de part et d'autre 
de ce plan osculateur, la projection de la courbe gauche présente 
un point de rebroussement au point fx. 

Ce dernier résultat peut s'énoncer de la manière suivante : 
Lorsque la courbe directrice d'un cône est tangente à l'une des 
génératrices de ce cône, la section faite dans ce cône par un plan 
présente un point de rebroussement au point oii le plan sécant 
rencontre cette génératrice. On dit alors que le cône présente un 
rebroussement le long de cette génératrice particulière, et le plan 
tangent au cône, qu'on appelle le plan de rebroussement, n'est 
autre que le plan osculateur de la courbe directrice du cône. 
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Au lieu de parler de cône projetant , nous pouvons encore énon- 
cer ainsi le résultat auquel nous venons d'arriver : 

Lorsqu'un rayon visuel est tangent à une courbe j la perspec- 
tive de cette courbe présente un point de rebroussement et la 
tangente en ce point de rebroussement est dans le plan oscultt-- 
teur de la courbe gauche au point ou elle est touchée par le rayon 
visuel. 

Tout ce que nous venons de dire en parlant d'une projection co- 
nique s'applique évidemment lorsque l'on a une projection cylin- 
drique. 

Hélice. ~ Comme exemple de courbe gauche, nous allons parier 
de Vhélice, 

L'hélice est une courbe tracée sur une surface cylindrique et 
qui rencontre sous des angles égaux les génératrices de cette surface. 

Considérons seulement l'hélice tracée sur un cylindre de révo- 
lution. 

Il résulte de la définition de l'hélice que, si l'on développe le cy- 
lindre de révolution, cette courbe se transforme en une ligne droite. 

Fig. II 6. 




Si ab (Jig' 1 16) est la transformée d'une section droite du cy- 
lindre et ac la transformée de l'hélice, l'ordonnée mp du point m est 
égale à la distance du point de l'hélice correspondant à m à la 
section droite du cylindre que nous avons transformée suivant ai ; 
l'abscisse ap est le développement de l'arc de cette section droite. 
Comme, pour un point quelconque de la droite am, on a toujours 

— = const., nous voyons que l'hélice sur le cylindre jouît de la 

propriété que l'ordonnée d'un point de cette courbe à l'arc compté 
sur une section droite entre le pied de cette ordonnée et le point 
où la courbe rencontre cette section droite est dans un rapport 
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constant. On peut 'dire alors que, sur le cylindre, l'hélice est en- 
gendrée par un point d'une génératrice qui est tel que, pendant 
que cette génératrice se déplace de Jaçon que son pied sur une 
section droite parcoure successivement des arcs égaux, le point 
s'avance sur la génératrice successivement de longueurs égales. 

L'hélice partant d'un point d'une génératrice rencontre de 
nouveau cette génératrice ; la portion de cette droite comprise 
entre ces deux points de rencontre consécutifs est ce qu'on appelle 
le pas de l'hélice. 

L'arc d'hélice compris entre ces deux points est ce qu'on appelle 
une spire. 

Si ac est le développement d'une spire de l'hélice, cb est le pas ; 

nous avons 

bcznab tan^bac. 

Si nous désignons le pas par H et l'angle bac par a, le rayon de 
la section droite par r, nous avons 

H = a7rrtanga, d'où tanga = • 

27rr 

Si nous représentons — par /i, nous avons 

h 
tanga = - j 
r 

h est ce qu'on appelle le pas réduit ( * ). 

On voit que h est le rayon de la circonférence dont la longueur 
est H, ou encore /* est le rapport constant entre l'ordonnée d'un 
point quelconque de l'hélice et l'arc de section droite corres- 
pondant. 

Les tangentes à l'hélice font, avec les génératrices du cylindre 
passant par les points de contact, des angles égaux entre eux ; si 
alors d'un point de l'espace on mène des parallèles aux tangentes 
de l'hélice, le lieu de ces droites est un cône de révolution. 

Projection d'une hélice. — Prenons {Jig* 117) comme plan ho- 



(*) NouB aTonB adopté cette expression, qui est due à M. de la Gochrerie {^Traité 
de Géométrie descriptive, lU* Partie, p. i lo). 
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rizontal de projection un plan perpendiculaire à l'axe du cylindre 
sur lequel est tracée la courbe ; [af, à) est le point de départ de 
rhélice, a!V est le pas de cette courbe. 

Divisons a!b' en un certain nombre de parties égales, huit par 
exemple ; divisons la circonférence base du cylindre en un même 
nombre de parties égales. 

Nous n'avons maintenant qu'à relever les points de division de 
cette circonférence successivement sur les parallèles à la ligne de 
terre menées par les points de division de a'b'y et nous aurons des 
points de Thélice ; en réunissant ces points, nous obtiendrons la 
projection de la courbe. 

Prenons en particulier le point m\ qui se projette au point m, 

Fig. 117. 




pour lequel la tangente à la circonférence est parallèle à la ligne de 
terre, ce qui revient à dire que la tangente en /// à Thélice est pa- 
rallèle au plan vertical de projection. 

Sur le cône formé par les parallèles aux tangentes à Thélice, la 
génératrice parallèle à la tangente en m! est parallèle au plan ver- 
tical de projection. Le plan tangent à ce cône suivant cette géné- 
ratrice est alors perpendiculaire à ce plan vertical de projection, 
puisque ce cône est de révolution; mais les plans tangents à ce cône 
sont parallèles aux plans osculateurs de Thélice : donc, au point m'^ 
le plan osculateur de Thélice est perpendiculaire au plan vertical — 
et la projection verticale de la couibe, étant faite sur un plan per — 
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pcndiculaire à son plan osculateur, présente en ni un point d'in- 
flexion. 



Perspective cavalière d'une hélice.— Traçons [fig. 1 1 8) Tellipse 
perspective cavalière de la section droite du cylindre et les généra- 
trices de contour apparent de ce cylindre. Nous divisons cette sec- 
tion droite en parties égales en faisant tourner son plan autour de 
son diamètre de front, puis, par les points de division, nous 
menons des génératrices du cylindre. 

Si rhélice part du point i , nous portons à partir du point i un 

segment 2-a; à partir du point 3, nous portons deux fois ce même 

segment et nous obtenons le point h\ à partir du point 4> nous 

portons trois fois ce même segment, et ainsi de suite : les points 

i,a, bj c sont les points de Thélice en perspective cavalière. 

Fie. Il 8. 




Elle est tracée sur le cylindre ; elle arrive tangenticllement aux 
génératrices de contour apparent du cylindre, excepté dans un cas 
particulier dont nous allons parler bientôt. 

Supposons que Ton ait construit le cône dont les génératrices 
sont parallèles aux tangentes à Thélice et que ce cône ait pour 
base la base même du cylindre de révolution. Le sommet de ce cône 
est supposé en s, en dehors de l'ellipse perspective de la base du 
cylindre. Dans ce cas, le cône a deux génératrices de contour appa- 
rent; il y a alors deux plans tangents à ce cône parallèles aux pro- 
jetantes. Mais les plans tangents à ce cône sont parallèles aux 
plans osculateurs de l'hélice; il y a donc des plans osculateurs 
de rhélice parallèles aux projetantes, et, par conséquent, l'hélice 
présentera des points d'inflexion. 
Supposons que le sommet du cône soit en ^ sur la courbe de 
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base du cylindre ; cela veut dire qu'il y a une génératrice du cône 
qui est dirigée suivant une projetante, et, comme les génératrices de 
ce cône sont parallèles aux tangentes à Thélice, il y a des tan- 
gentes à cette courbe qui sont parallèles. aux projetantes ; et alors, 
pour les perspectives des points de contact de ces tangentes, la 
courbe présente des points de rebroussement. Ces points de re- 
broussement sont nécessairement sur les génératrices de contour ap- 
parent du cylindre, puisque ces tangentes parallèles aux projetantes 
sont nécessairement dans les plans tangents à ce cylindre parallèles 
aux projetantes. C'est là le cas particulier annoncé précédemment. 

Enfin, si le sommet du cône est à l'intérieur de l'ellipse perspec- 
tive de la circonférence de base, la perspective de la courbe n'a ni 
point d'inQexion, ni point de rebroussement ; elle présente alors ce 
qu'on appelle des points doubles, c'est-à-dire qu'elle se coupe elle- 
même ; ces points doubles correspondent à des projetantes qui ren- 
contrent deux fois l'hélice. 

Ces différents cas peuvent se rencontrer quand on cherch< 
l'ombre portée d'une hélice sur le plan de la base du cylindre. 

Selon l'inclinaison du rayon lumineux par rapport à la tangenU 
à l'hélice, on a les résultats dont nous venons de parler ; il est dt 
reste facile de voir que, lorsque l'on cherche sur le plan de la base 
du cylindre l'ombre portée par une hélice, on trouve, selon l'in- 
clinaison du rayon lumineux, une cycloïde ordinaire, raccourcie oi 
allongée. 

Fig. 119. 







Rayon de courbure de rhélice. — Pour terminer ce qui concerne î 
l'hélice, nous allons chercher le rayon de courbure de cette courbe ! 
en un point quelconque. 

Prenons (Jig» 117) pour plan vertical de projection un plan 
parallèle au plan tangent au cylindre en ce point. Ce point se pro- 
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jette alors en ni sur l'axe du cylindre, et le plan osculateur de 
rhélicc se projette suivant la tangente à la projection de cette 
courbe en ni\ celte droiCe fait a\nec la ligne de terre un angle a. 
La section faite par le plan osculateur dans le cylindre est une 
ellipse qui a en commun avec Thélice trois points infiniment voi- 
sins réunis en ui'\ le rayon de courbure de cette ellipse est donc 
égal au rayon de courbure de riiélice. 

Le demi petit ave de cette ellipse est égal au rayon r de la base 

du cylindre, et le demi ffrand axe est • 

•^ ^ cosa 

Cherchons le rayon de courbure d'une ellipse à l'extrémité de 
son petit axe, c'est-à-dire le point où ce petit axe est rencontré par 
la normale au point infiniment voisin du sommet b {Jig* 1 19). La 
normale en un point p est la bissectrice de l'angle ^^fj/*', qu'on 
obtient enjoignant p aux deux foyersyety'; elle rencontre le petit 
axe en un point qui est sip: la circonférence circonscrite au triangle 
fpj'» Lorsque p est infiniment voisin du point i, la circonférence 
dont nous venons de parler est la circonférence qui passe par les 
trois points y, A,/ î c'est donc cette circonférence /'A/ qui ren- 
contre le petit axe au centre de courbure demandé. Le rayon de 

courbure est alors égal à -,— : mais i/^= et bo=^r\ nous 

" bo *' C(>sc( 

avons donc, pour le rayon de courbure p, 

cos* a 

^ r 

Ainsi le rayon de courbure de l'hélice est écral à — i-» La lon- 
•^ ' ° cos'a 

gueur de p est la même quel que soit le point de la courbe, comme 
on pouvait le prévoir. 

Pour construire p, nous menons (Jig* 1 17) o!c parallèlement à la 
tangente en nJ k la projection de l'hélice. Celle droite rencontre la 
projection de l'axe du c\lindre au point c ; de ce point on élève 
ce perpendiculairement à ac : le segment a'c* est le rayon de cour- 
bure demandé. 
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Pour un point à Tinfini situé sur une antre droite issue de a, on obtient 
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droite. 

• V. 

n résulte de cette construction que : 
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Pour un point à Tinfini situé sur une antre droite issue de a^ on obtient 
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• V. 

Il résulte de cette construction que : 

Pour une position quelconque de la figure mobile, les centres de courbure 
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circonférence tangent&^ii\^ td^mk& j/ive ùtit^tr^if^àtitmakyr^lMùé'âiii' 
gnerons par I celle circonférence. , ^ 

La démonstration directe de sdettc [)^Dpriété' est très-simple. Menons des 

Après un déplacement irifinimfn,ti\pçff/:.[4çj ]\^v4Çx*^*ttB*xsf?' vyl9Mts:^t^.^\ 
sur F et devient le centre instantané de rotation. Le faisceau de droites dont, 
^^.îBW^t Çi?^.B«?,Pv ^.^,iï9*f.|nteBapt l>^€i9|)|e dçs;.^(^TO|lç^i^u;it,.!t«a^ee- 
toires des points de Tinilni. Les points de rencontre des droiCeé t^uifatt^r 
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cenu ai et /les dmites du faisceau a sont «ilor$ les centres de courbui^e des 
trajectoires décrîtcs p«ir les points de Tinûoi. Mais les faisceaux a et a^ sont 
égaux; donc ces points de rencontre sont sur une circonférence qui passe 
par a et «i, et le théorème précédent est démontré. On peut énoncer ainsi 
ce théorème, en s'appuyant sur une propriété démontrée page 182 : 

Les centres de courbure des courbes enveloppes de toutes les droites (ft^ 

plan de la figure mobile, pour une position quelconque du plan de cette 

figure^ sont sur une circonférence I tangente à la courbe fixe au centre 

instantané de rotation* 

Fi[j. 12». 




Prenons un exemple. Un triangle abc de grandeur invariable [fig* 1^1) 
se déplace de façon que les côtés ac , bc restent constamment tangents à 
deux circonférences données dont les centres sont e^ f : construire le centre 
de courbure de l 'enveloppe du troisième côté ab du triangle mobile. 

Le centre instantiné o est le point de rencontre des perpendiculaires 
abaissées des points tf, /sur les côtés ac, bc, La circonférence qui contient 
les points o, e.fesl alors la circonférence L La perpendiculaire abaissée du 
jK)int o sur ab rencontre cette circonfiM-ence au point g, qui est le centre de 
courbure demandé. U résulte de celte construction que ce point est fixe, et 
par conséquent que le cAté ab enveloppe aussi une circonférence de cercle. 

Reprenons les relations (i) et (2). Il en résulte que 

' am a II av 

' Cette relation permet de construire le point /x lorsque l'on connaît v. 
Faisons une application. D'un point fixe p {fig. 1^2) 0/2 abaisse des ptr- 
pendiculaires sur les tangentes d 'ttne courbe L : on demande de construire 
le centre de courbure de la courbe [ni], lieu des pieds de ces jterpendlcU" 
laires [courbe qu'on appelle podaire de Ij] [^). 

(*) Maclaiirin, le premier, a étudie les courbes auxquelles Terqucm a donné le 
nom d& podtures. 



# » 
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On peut considérer le |)oint m comme le sommet de Fangle droit pmi. 
En déplaçant cet angle de grandeur invariable de façon que le côté mp 
passe toujours par p et cjue le côté //// reste tangent à L, le sommet m 
décrira la podaire (mj. Cherchons le centre de courbure de cette courbe 
qui correspond au point nt, 

La |>erpendiculaire élevc^ du point /^ à p/n rencontre la normale en / à L 
au point p, qui est le centre instantané de rotation. La droite mo est alors 
normale en m k [m). 

Le point ). cUmt le centre de courbure de L pour le point /, la circonfé- 

Fijj. I2J. 
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renée qui contient les points/?, o, a est la circonférence I. La normale om 
à (m) rencontre cette eu-conférence au point v. Connaissant m et v, il s'agit 
maintenant de construire fx au moyen de la relation (4j. 

Du point V abaissons la |)erpendiculaire vr sur po, La droite U ren- 
contre mo au (Kiint |x. 

Pour le faire voii*, prenons l'angle tn/t et les deux transversales om et oi 
qui partent du point o. On a 



\ou, om 



—•> 



ou om ) sin 'xoi ot 

d'où 

r I I 

o u. om o V 



t 



Ainsi a est bien le centre de courbure demandé. 

Ua trktngle abm (fif^. I23) de grandeur invariable se déplace de façon 
que a décrive la courbe [a] et b la courbe [b) i on demande le ventre de 
courbure \k de la courbe ( m ) décrite par m, connaissant y pour lajwsition du 
triangle abm, le centre de courbure « de [a] et le centre de courbure p de [b]. 

Le centre instantané o est le jMiint de rencontre des droites ace, bp, Jjk 
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\ou OfiJsïiianJ \o^ ob J siu^qfuH^ i.i. am mu... 
OC sin aqf=i od sin ^o/. 



Il résulte de là que ccf «st parallèle à vo/. Ik^ même, si le point ft ëtah 
connu, on trouverait que ce est |xirallèle à o^, le point ^ étant tel que > i* t» 



oe o^L om 

Mais les angles ceo^ cdo sont égaux ; donc Tangle eog est égal à l'angle dof. 
> v>P?^prè» o«b, ^on a Ibl ocmstructiofo suiiraAte^. wf/»/)dbl^^4f^ ^^ om 

i li/x^ ^b^ida dfa/tê^uff 7«vmc»i»/iv v/f» /iir)ûffnt)nt,d& cokrbttrê'èiekianéé^j^ \^) -^ 

—'1- ' ■ l . ■! *-* ~^ 



4^,ppp];(>m^,(ijQ 1^ ,ci>arba.d^riCQ par te poi^t^qui ^est à rin&i»> aur.'b'.^m 
pquJJicHMf;^ a}\ ^p^hsé^ 4^ A mv.ï^.. Menons ^hi droite j»li iaicani «vmvoem 
perpendiculaire o> un angle égaIàKiM)gte.ft^^CpUe d«9ite M reDC9nU^>aU 

perpendiculaire ah hL :h droite /<a coupe la perpendiculaiffQ.clXf 4^1*1 AU 
centre de courbure > cherché. Comme 6n ^pouvait le prévoir, ce point est 
sur la circonférence I. '♦^^. o\. 
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Une droite ab du plan de la figure moffile {J^g* i ^4 ) reste tangente à 
une courbe L; He point a décrit Va] : on demande d^ construire la tangente 
até centre instantané a à ta base de la roulette qui permet d obtenir le 

déplacement épicycloïdal du plan de la figure. 

I - ■ • . 1 1 

Sur b droite oa. construisons le point c ile façon que — =r = 1 le 

■ ^ oc od on 

tkJîàl à'&m 'té centra 'rfé'cbùrbuWâe'(«')/<'6^ii^^ 'nieiiÀ'h*âMii;|iôiWt o 

k^4roÂm ^^;pY<(U^Ww^p( j^ ^. CeteeidroitQ.ioa i:oup& par ta droite lo^sm 
point / : la perpendiculaire te h ab donne le point cV ^' 
; ' tû*biWx)nfi^'iibè <iuî'éon«^^^^^ p'6triïc;lè p()inf o et' le oéhti^e^^e'c^^^^^^ 
bliifie'Vyb'ïi èi't li bîrdbltiférence T. ïïous savons que celte dourb^ est 'tàn^ 

Sente en o à la base de la roulette; nous aurons alors la normale ëii*o ii 
etcè <îourbe en menant Ta droite ok qui joint le point o au point de ren- 
contre A des perpendiculaires cX*, a a* aux droites oay oL 
^ 'Cette coàsîrilclîèn ' èris' * simple peut' éire ' ùltifièmenf employée' îorsqu*il 
s'agit de construire le centre de courbure de la ligne d&Vîte [xir un {Kifiu 
«Itti fiilft pàrtia dfuné' fij^ef baobile de grandeur i>ariablf^, leToisUkinnefiun 
exemple. , •'* ^^ , » , • 



•.> V. ■• >. 



Exemple 4e..dAlenDbiaUoa da .oenUe dei .conrbve .4e .ievUgiie! Mixile 
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par un point d*iine figure mobile de grandeur variable. — Une (h-oite an' 

[fig- i?.5) de longueur variable n'ste tangente à une courbe L; ses extiê^ 

mités décrivent les courbes {^n)' et [a') : on demande de construire le centre 

de courbaœ de la courbe («^), lieu des- points tels que rt^, qui détermine sur 

la dmite aa' des segments proportionnels, 

La normale au point a'' à [af') s'obtient en joignant le point a*^ au ])ôint o", 

qui est tel que 

oo' ; jia' 

Pendant le déplacement de àa\ la droite oo* reste Uingente à la dévelop- 
pée de L; ses extrémités décrivent des courbes dont nous Siivons con- 

Fîjj. 135. 



/ / t^v £ 

/ I \^^^a/ , 
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k rX k'/ \ k' , -^ ((f) 

V: ^K ^ ^ 'i-' 

struire les normales o A-, o'A;'. D'après ce qui, pi-ccède^ nous pouvons déter- 
miner la normale o''k'^ à la courbe lieu des jioints v^y qui sont tels que 

oo' 
-j— ;; =r const. 

U suffit pour cela de joindre le point o" au point A'^, déterminé de façon 

A A- oo' aa' ^ ^ ta • . j. « 

que jrnî = " -v = '-r^ ' Connaissant A^, nous projetons ce point sur o^a' 

au point c^, nous abaissons la ()erpendiculaire.c''/sur la paraUèlp mepée^du 
point o" à a«' : la droite // coupe la noi'UKile o'V au centre de courbure a" 
clierqhé. 

Inversement, ou peut construire le centre do courbure \ df l'ettveloppe.h 
d'une droite mobile sur laquelle trois courbes (<ï), («')* [a" ) .déterminent 
constamment des segments proportionnels, connaissant les centres de cour^ 
buiv de ces courbes données. 

Pour cela; (m détermine les trois di*oi tes cA, e' k' ^ c^à" et Ton- oh^*clie Dive 

droite AA' telle que l'on ait 77777 = —,-„* Le point À où cette droite ren- 

^ A A a a 

contre la norraide /o est le centre de èourbùre^de î*èfivrélo|^>e L. • "• * 
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Si'la diyjîte mobile refnpKssatit les conditions i!npos(?es reste constamment 
normale à (a), le point 'k ainsi détermine' est le centre de courbure de la 
développée de ( « ) . 

Appliquons ceci à une ellipse. 



Constmire le xentre de ^arbore de la développée d'nne ellipse. — La 

normale à une ellipse {fig. 116) est partagée pur cette ellipse et par les axes 
de cette courbe en segments proportionnels. Comme elle est constamment 
normale à l*ellipse, \e centre de courbui^ de son enveloppe est le éenti'e de 
courbure de la développée de l'ellipse. Employons alors la consti-uction pré^ 
cédente. Nous avons l'ellipse [a) dont le centre de courbure est le point /• 

Fig. I i^>. 



i«l 



~,r 



•' 



/ 






y' 



/w 



I 



4 

V 
S 



r 



» 



/' 



ic /. _ r 



y 



1- 



[a"), 



\ 



s I 

s 



-7- ->-.>; 



y 



\ 






1/ 



Les centres de courbure des axes [a* ] et [a'*) sont à Tinlini. On a alors c 
en prenant sur le prolongement de a'o* un segment o'v' égal h a'o' , De 
même pour v\ Puis on élève les perpendiculaU^s c'k\ c'^k". Ces ilttùtes se 
œupent en e : en menant du point e' une parallèle à ae^ on obtient le point 
cherché >. Ciir, en élevant sur l\ la perpendiculaire ^/'X", on a bien 






a a 



au 



tf 



comme le montrent les figures semblables tuea"a^ t'u'c' k"\. 

Ti'ansformons cette construction. Les points e, /, e sont en ligne droite 
et Ton a efznfé. Mais e/est partagée en deux parties égides j^iir la diago- 
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Par suite, comme les droites ae, il et e'> sont parallè|Qg^ontFOhfJ^i/Otl 




^ ^ />eï; 

,} ,I^(^^ «TetrQ^VQOp (aiQ^ii u«kv pés<ilut dûi .à MâclaimB» {Prop^'^ték »géi9àtxdes 

Sur le déplacement infiniment petit d'nne figure polygonale de forme 
variable (*)• — Les éléments d'îine 'ingure polygonale, côtés et angles, 
varient pendant le déplacement. Cherchons d'abord les expressions des 
variations de grandeur de ces éléments, puis nous déterminerons le rap- 
port des chemins élémentaires parcourus par les ^triémités d'un côté; cela 
nous permettra d'établir ensuite une liaison entre les côtés successifs du 
Hygone. 

ab (J!g, 1^7 ), dont la longueur est /, se déplace eh restant tangent à E, 
le point a décrit [a)^ et b la courbe [b)^ 6^ demande la variation de 
longueur de l pour un déplacement infiniment petit de ab. 

Prenons sur ab le segment ae de grandeùl: invariable. Pour un dépla- 
cement infiniment petit de a sur [a)y nous ayons, relativement à ce seg- 
ment, le centre instantané a. En désignant par dQ l'angle de contingence 
de E, on a, en désignant par e^ la nouvelle position de e, après un dépla- 
cement iniinimeiit petit de aCf 

eei=z ae.dO. 
De même, en prenant le segment de grandeur invariable be et le centre 

AousT (l'abbé), ^Analyse infinitésimale des courbes planes ^ 1873. 

LiGCl!fE, Sur quelques propriétés ^ométriques^du déplacement d'une figure pltm^ sur 
son plan (Nouvelles Annales de Mathématique^, y série, t. XII, 1873). 
. BuRMESTEB, Kinematisch-gcometrisché tlntersuchungcn der Bewegung àknlick veràn- 
derlicher ebener Sjsteme {Schlômilck*s Zeitschrift, t. XIX. XX et XXIII; 187 j). 

M. Lévy, Sur la Ci^'if^h'^ah'dè'sygiit'éi 
ffé9énkl,,dwk leê^vaiiétèsyplknci €C \àoûrffer'C^aisqAU9^9hdu$jdr^}té4SimA$^dteU\jâ^^ltmie 



instontané p, on a „.. ., a ^, ,,,..j uj.„n„ii„i ,.,.i ,,mm| 

par suite ,v 

Mais eie,^-efi"n^igé*h4def nififrifHént pétiM (f(it«d^è^'Mi{)érmttrs'*êBt>ég^l 
à la variation de longueur de a^ • on a donc l'expression demandée 
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(i) t;: = *?• •' "• »*«i 
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'V. 

Dans le cas particulier du (^) est^ùnc courbe parallèle à E, le point p est 
le i)oint dp. rencontre dp deux normales de E. et, si œs deux courbes aonl 

Fie. iti7. '•"*'""' 
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inâniment voisines, ce point de rencontre est le centre de courbure s 
de E; on a alors 

. I 

On demande la variation de grandeur d un angle mobile. 

Prenons 1 angle abc^ Ubnt le cote bc reste constinvment tangent a la 
courbe G. ' ' > 

Pour un déplacement infipvm^nt- petit Ade b sur (^j, la variation de 
l'angle abc^ ou <&, est la différence des angles de contingence des courbes 
C.ift.E. EocpqsidQraAtle ceatrein^^ntané p^outa » t, ., . ^u... ..t , 



d[b)z=:ibp,dfi 
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pour l'arc infiniment petit ^/(/>), d'où 

de même, en considérant le centre instantimé y relatif à 6c, on a 

by 

par suite, 

Enfin, si Ton prend le ra[)port des expressions de r/[<7] et de ^(6), on a la 
formule 

^^^ d{b]- by 

Donnons quelques applications. Nous pouvons d'abord faire remarquer 
que la formule (i) |)ermet de retrouver très simplement la construction 
que nous avons donnée (p. 174} de la normide à la courbe qui )>artage 
constamment ab en segments proportionnels (^j. 

Fiff. 128. 




On joint constamment par une divite[/tg, 1 28 • / 'extrémité ade l 'aiguille 
des heures à l 'extœmité b de l 'aiguille des minutes : on demande le centre 
de courbure de l 'cm^eloppe de cette dmite. 

Appelons e le point où ab touche son enveloppe. Comme l'extréwitè b 
parcourt des arcs égaux à douze fois les arcs parcourus par a, on a 

d{b)=iiitd(a\, 

• ' . - L ' I ■ 

(*) En nous reportant a\ù/iff. 120 et appliquant la formule (1), noaa pouvons 
écrire • , , = kk'. 
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par suite. 



et alors, en employant la formule (3), on voit que 
En menant a^ parallèlement au rayon ob^ on a 

bp=Z t1 OLfT^ 

Ofi a alors aussi eb^zjo.eg^e\.j comme eg'-= frc, nous concluons que, 
poar enwr le p^iht e, oh prend fe point de dhlslon le plus rapproché de a 
lorsqu'on a partagé ab en treize parties égales. 

Puisque le point de contact de Tenveloppe E de ab parbge toujours cette 
droite en segments proportionnels, nous voyons, en appliquant la for- 
mule (i'), que le centre de courbntv î de E s'obtient en partageant a|3 en 
treise parties égales et en pi-enant le point de division le plus rapproché 

de a. 

Fig. i!>9. 




Les côtes d'un triangfe abtn mobile {/ig. 129) et de grandeur variable 
tvstent tangents a trois courbes données; les sommets a et b df'crivent deit^r 
courbes données : on demande la normale à la courbe décrite par le 
sommet m. 

Pour un déplacement infiniment petit de ab^ on a 

d a ) a « 



d:b] 

\ I 

d\^m) 
d[a) 



bV 

I 



/// a 



av. 



/ t 



multipliant membre à membre ces trois égalités, ou a 

av..bp\ m uf 






bô,au! , m u. 
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w^' op,ax 

r. fi*> /\o «f'Vi.t i»r tfj'>!îTol'')lir.ir.(| v,» Jnr.n'irn nJ 

O/i aura donc la normale démantelée en construisant une droite issue de m 
et qui soit partagée par got! etf^' en segments m ii\ m^L dont le rappont'tu\ 
détermine» -V.^ ^' - c \ 

enveloppées par les deux C9té^,<i<?i^,^^,^CHi,4j4t<wîTOUeça 

de cotes. ^ ^',^ 

Si nous remarquons que la conslructicm qui donne myi est linéaire, l'en- 
semble des traces qui conduiront à cette droite sera une certaine figure poly- 
gonale dont nous pouvons, diaprés ce qui précède, déterminer les éléments 
qui servent à définir son dép]|acenieiit infiniment petit, c'est-à-dire les tan- 
gentes aux lignes décrites j^^îr Ises sommets et les points où les côtés touchent 
leurs enveloppes. Mais lepolbt où myL touche son enveloppe est le centre 
de courbure de (m); notu/ia'^ns donc le moyen de construire ce centre de 
courbure. Pour arril^ar {à c^tte solu^tion, on est conduit à se donner les 
centres de courbure ,4^a lignes {a) et {b)et des xm^rbes enveloppées par 
les trois côtés du triangle. 

(III ,A\v''.|^^^/if>■r^'îl;^|^Iinll,|l U[ M:r.i:)r.I(|*)h (IIJ 'IIM)*! 
b 
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On donne une ellipse (fig'^x3Qy^\(nn^^iend un triangle miig^ dont Ica 
cotés sont la nonnalc m^t^ le'eliâffukiVs puissant par w, et la perpendiculaire 



et gh la normale cherchce, 



\ i *. '. \ » 1 1 / 



d{m) .mu 

"(f*) i"^ ..,,1 j;n j|<M|i;l'H î)îl')) l'Cl 

Jiiii/ ii ,' f:\ \A\\\\\ 
Multipliant membre «i meqibre ce^ égalités, on ;^ 

D'après cela, on obtient //par cette constnic^tion : on mène du point n la 
parallèle ii'e à o/7t, cett<j^^()^oi|;p TQr^çonti;e^c,ai:f tPv^<M^^ ^« ^^ perpendiculaire 
à ont menée du point e rencontre la perpendiculaire Ih à fA> au point h. 
Iirdiw4lè^)j^«tta»'bdtkttlfe tJtèmattdëc,^^ >uv>-. An xr ^ ,mi| nw.nm hip ii(>ij..[Mi 

S QMMiliiii^ii^.ti^^«V)Ot^a]e éf 8àc!tant^t^>>'è'^t''ëga!'è^tl^'fbte^:^)AV*ùc^^ 
n'avons qu'à prendre le point v de façon que >v soit égal à trois fois Vk^pà^f^ 

fyppée de l'ellipse. A ' "'''' "' "'l " •" '' •^•"'' ' "'J* •' ^'=*'''' :^»ii»*'"'' 

Fil». i3i. , 

4:, . u u _ ^M a. ^—^m . 

^' . I . \ .^î , 'Il ••..(V< ,/l Ml!- l'i \v\ ,\\, r.'tlill'b «-tjl 

*')).h|M> «^ •.l<!nuî ■■lioili il I •.i.h'vj^, ' iV^'im/ui'I II I'*) •» Jlli'M| ni j<< 

:.i .1.1 IffUi'i." /H'TS Ii •■•I il • • tjr>in'>l6Ili:"Hii] 

>^ . J "y 

, ' ' .1' M ••!••• '^k1> ■'•'''•' M» 'M'ii;) l;»'» li'iin M-) 
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Étant donnés un point fi.rc a et une' tiHi^nféréhcc^ de' timrh^^c\ 
on demande le centre de courltnm de la courbe [m] [fi^. i3i) (ovale de 

Descartes], lieu des points tels qWe m, pohr lequel on a — j :=z const. ( * ). 



.ill. i:MiiJiÀ*<:i",.'v. .».■', -^ • • ^>»/»^^iSVV» ■' ^■'.»-^ v>\V ^ 



(') S'oit Ànnali dt liiuÛnialicà^tii Tùr^'ûli/ii, î. I, |». jO.^ ; ibio. 
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Appelons "k cette constinte. On tix)uve £icilenient que la tangente mt en m 
s'obtient en pignant le point m au point de ix^ncontre t des perpendicu- 
laires rtf , bi aux droites am, hm^ ou que la normale mn c»st telle quç 

ûnamn 

sin bmn 

De cette relation on tire 

/N /\ 

d,amn , , d,binn 
cos a mn -— — r- = A cos bm/i —7^ — ^ » 
a [m) "('") 

et, en désignant par ^i le centre de courbure cherché et appliquant la for- 
mule (2), il vient 

I I I I 

m a m a m il m y 
ou 

• . ■ . ' . • ! 

• I ■ > , . . , . , , • ■ . ' ' ,■ ■ » 

lÂOL tAV 

• ___ » ' 

= — ' ■ j ' 9 

mu Yiwv^ frmn w 7 tang Ô//1/1 

relation qui montre que, en clei*nnt à la nonncde mn les pet'pendiculaMs a,g^ 
yjiy on obtient sur ma^ mb les poùiis g et //, et que la dixnte gJi détermine u 
sur ma, , 

Pour teimiriec, nous feipns remarquer [fig. 127 ) que la. fprinule (i) |>eut 
s'écrire sous cette forme, donnée par Newton (*), , 

d[a) ae.nt 
d[b) be.bt^ 

les droites «/, bt étant les t<mgontes à (<?) et (/>). 

Si le point e est à T infini, c'cst-ii-<lire si la droite mobile se déplace 
parallèlement à elle-même, on a simplement 

d(rt) at 

dîbî^Tt' 

ce qu'il est facile de voir directement. 

Appliquons cette dernière formule. En déplaçant le point / [fig- i32) 
sur le diamètre ot d'une ellipse, les cordes de contact telles que au restent 
parallèles entre elles. On a alors 

d(a) at 

7ïiT)~Tt' 



(') Traciatus de qiiodratura curvarum, opusculum III, p. 3o(i. 
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En désignant par p et p' les rayons de courbure de l'ellipse en rr et ^ et 
par d$ et d$' les angles de contingence de cette courbe en ces points, cette 
relation revient à 

pdQ at 

Fig. i32. 




En appelant d[t) le chemin élémentaire parcouru par t et par a, |3 les cen- 
tres instantanés relatifs à /a, tb, on a 



par suite 



d(t] =at.d9z=z f^t.de'; 
p at Oit aO 



Nous retrouvons ainsi ce théorème bien connu : 

En deux points d'une ellipse, les rayons de courbure sont entre eux 
comme les cubes des tangentes à la courbe, qui sont issues de ces points 
et limitées a leur point de rencontre. 



*—* 



«4 
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SEIZIÈME LEÇON. 



SURFACES ENVELOPPES. - SURFACES RÉGLÉES. 

Surface enveloppe, enveloppée, caractéristique. — Méthode des enveloppées circon- 
scrites pour la détermination des lignes d*onibre ou de perspective. — Perspective 
cavalière d'une sphère. — Surface enveloppe d'un plan mobile. — Surfaces réglées. 
— Surfaces gauches. — Cône directeur. — Surfaces développables. 



Surface enveloppe, enveloppée, caractéristique (^). — On sait 
que le lieu des positions successives d'une ligne qui se déplace en 
se déformant suivant une certaine loi est une surface, mais on 
peut aussi considérer une surface quelconque (S) comme Yenye^ 
loppe d'une surface variable (E); voici en quoi consiste ce nou- 
veau mode de génération. 

Concevons des surfaces (E) construites au moyen d'un même 
mode de génération dépendant d'un seul élément variable. Deux 
surfaces (E), infiniment voisines, déterminent par leur intersection 
une ligne E : le lieu des lignes telles que Ë est une surface ( S ) qui 
est Veni^eloppe des surfaces (E). 

Les surfaces (E) sont les enveloppées de (S). 

La courbe E est la caractéristique de la surface enveloppe (S). 

Chaque enveloppée est tangente à Vem^eloppe le long de la 
caractéristique. 

Pour montrer qu'il y a contact de l'enveloppe (S) et de l'enve- 
loppée en un point m de la caractéristique, menons des plans par 
ce point m. Chacun de ces plans coupe les enveloppées suivant 
des courbes infiniment voisines dont l'enveloppe est la ligne d'in- 



(*) MoxGEf j4fialj'se appliquée à la Géométrie, 
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tersection du plan sécant et de la surface (S). Mais cette ligne 
enveloppe est tangente à ses enveloppées ; nous aurons donc, à 
partir du point m, quel que soit le plan sécant mené par ce point, 
la courbe d'intersection avec la surface (S) qui est tangente à la 
courbe d'intersection du plan sécant et de l'enveloppée. Le plan 
langent en m à la surface enveloppe et à l'enveloppée est donc le 
même. 

Cela est vrai pour tous les points de la caractéristique ; c'est ce 
que l'on exprime en disant que la surface em^eloppe et l'une de 
ses env^eloppées sont circonscrites l'une à l'autre le long de la 
caractéristique . 

Une surface peut, de bien des manières, être considérée comme 
enveloppe. Le tore peut être engendré par une sphère de grandeur 
invariable qui tourne autour d'une droite ; dans ce cas, les enve- 
loppées du tore sont des sphères égales; les caractéristiques sont 
les méridiens du tore. On peut encore considérer le tore comme 
l'enveloppe de sphères dont les centres sont sur l'axe de révolution ; 
on a une série de sphères inégales, et deux sphères infiniment voi- 
sines se coupent suivant un parallèle du tore. 

Cette deuxième manière de considérer le tore comme enveloppe 
de sphères est applicable à une surface de révolution quelconque ; 
nous allons faire usage de cette remarque à propos du problème 
suivant : 

Déterminer l'intersection de deux surfaces de révolution dont 
les axes se rencontrent. 

Projetons les deux surfaces [fig* i33) sur un plan parallèle aux 
axes. Pour construire un point de la ligne d'intersection, nous dé- 
crivons une sphère dont le centre est au point de rencontre de ces 
axes ; cette sphère coupe chacune des surfaces de révolution suivant 
un parallèle; les plans de ces parallèles sont perpendiculaires au 
plan de projection. Ces parallèles sont alors projetés suivant 
de simples droites, et le point de rencontre m de ces droites 
est un point de la projection de la ligne commune aux deux sur- 
faces. 

Les surfaces étant de révolution peuvent être considérées comme 
l'enveloppe de sphères qui les touchent le long de leurs parallèles. 
Pour le parallèle ab^ le contour apparent de la sphère, qui touche 
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la surface de révolution le long de ce parallèle, est une circonfé- 
rence de cercle doublement tangente aux points a el É à la ligne 
de contour apparent de la surface de révolution. De même, pour 
l'autre surface de révolution, le contour apparent de la sphère 
qui louche cette surface le long du parallèle cd est une circon- 
férence de cercle tangente aux points c et rj au contour apparent 
de cette surface. Au point de la ligne d'intersection des deux 
surfaces projeté en m, ces sphères ont respectivement les mâmes 
plans tangents que les surfaces dont elles sont les enveloppées: 
leur ligne d'intersection esl donc tangente à la ligne d'intersection 
des deux surfaces. Mais la ligne d'intersection de ces deux sphères 
est un petit cercle dont le plan est perpendiculaire au plan de pro- 
jection et qui se projette suivant la corde ef; la droite efdoil donc 

Fi«. i33. 




passer par le point m, et elle est la tangente en ce point à la piv- 
jeclion de la ligne d'intersection des deux surfaces. 

Au point de rencontre g' des lignes de contour apparent des dein> 
surfaces, les plans tangents à chacune de ces surfaces sont pu- 
pendiculaires au plan de projection ; la tangente à la courbe d'u- 
lersection des deux surfaces se projette donc en un point gel cette 
courbe est alors projetée sur un plan perpendiculaire à l'une de ces 
tangentes ; la tangente au point g à cette projection est, par SoiWi 
dans le plan osculateur de la courbe de l'espace au point g'. 

Cette tangente au point^ s'obtient en appliquant la cons[rucùi"i 
que nous venons de donner pour le point m. On prend le parall^' 
de chacune des surfaces qui passe par le point g*, puis les sphères 
tangentes à ces surfaces le long de ces parallèles, et la projecuon 
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du petit cercle, intersection de ces sphères, est la tangente au 
point g. 

Si les deux surfaces sont, par exemple, des ellipsoïdes, la ligne 
de l'espace est une ligne du quatrième ordre ; mais, le plan des axes 
étant un plan de symétrie, les points de cette ligne se projettent 
deux à deux en un même point, et la projection de la courbe de 
l'espace est alors un arc de section conique. 

Cette courbe est d'un même côté par rapport à sa tangente au 
point g^; le plan osculateur de la courbe de l'espace en g' ne la tra- 
verse pas ; ce plan osculateur a donc au point g', avec cette courbe, 
quatre points infiniment voisins communs. 

Il est facile d'arriver autrement à ce résultat. 

Il y a deux points de la courbe de l'espace projetés en m; en ces 
points, la circonférence projetée suivant ef est tangente à la ligne 
d'intersection des deux surfaces. 

Lorsqu'on suppose que le point m se rapproche du point g, on a 
constamment une circonférence, analogue à celle qui est projetée 
suivant e/*, doublement tangente à la ligne d'intersection de l'es- 
pace. Lorsqu'on arrive au point g, cette circonférence devient 
tangente et ses quatre points communs avec la courbe d'inter- 
section sont réunis au point g^ ; on a donc au point g^ une circon- 
férence ayant avec la courbe quatre points infiniment voisins com- 
muns. Cette circonférence est le cercle osculateur de la courbe^ 
son plan est un plan osculateur qui laisse la courbe d*un même 
côté et qui a avec la courbe quatre points infiniment voisins com- 
muns. 

Héthode des enveloppées circonscrites pour la détermination 
des lignes d'ombre ou de perspective. — En exposant dans la 
première Leçon les méthodes générales à l'aide desquelles on dé- 
termine les ombres, nous avons laissé de côté une méthode que 
nous allons maintenant développer: c'est la méthode des envelop- 
pées circonscrites. 

Soit à déterminer la ligne d'ombre sur une surface (S) (Jig' i34). 

Considérons cette surface comme l'enveloppe d'une série de sur- 
faces, et soit C une caractéristique de (S). Cherchons le point 
de la ligne d'ombre situé sur C. Pour cela, déterminons la ligne 
d'ombre sur l'enveloppée qui touche (S) le long de la caractéris- 
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tique C. Cette ligne d'ombre est une courbe qui rencontre C au 
point m. Le point m est un point de la ligne d^ ombre sur (S), 
carie plan tangent au point m passe par le point lumineux, puisque 
le point m est un point de la ligne d'ombre de l'enveloppée de (S). 

Fig. 134. 




Il est bien évident que cette méthode n'est simple que si la 
construction des lignes d'ombre est facile sur les enveloppées 
particulières que l'on considère pour déterminer la ligne d'ombre 
sur (S). 

Ce que nous disons à propos des ombres est applicable en per- 
spective. Si une surface est considérée comme enveloppe, un point 
de la ligne de contour apparent de cette surface se détermine en 
prenant la rencontre d'une de ses caractéristiques avec la ligne de 
contour apparent de l'enveloppée qui la touche suivant cette carac- 
téristique. 

Appliquons cela à la recherche de la perspective cavalière d'une 
sphère. 

Perspective cavalière d'une sphère. — Traçons la perspective 
du grand cercle horizontal de cette sphère {fig' i35). Considé- 
rons cette surface comme l'enveloppe de cônes de révolution dont 
les sommets sont sur le diamètre FF', perpendiculaire au plan du 
tableau. La ligne de contact de l'un de ces cônes avec la sphère 
est le cercle de front décrit sur la corde ai; le sommet du cône est 
le point de rencontre s des tangentes en a et 6 à la perspective du 
grand cercle horizontal. Le petit cercle de front, décrit sur ab 
comme diamètre, est la caractéristique C. 

Les lignes de contour apparent du cône sont les tangentes à ce 
petit cercle de front menées à partir du points. Les points de contact 
m et 71 de ces tangentes sont alors, d'après ce que nous venons de 
voir, des points qui appartiennent à la ligne de contour apparent 
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de la sphère ; les points m et n sont donc des points de Tellipse 
perspective cavalière de la sphère. 

Nous pouvons maintenant compléter un théorème que nous 
avons énoncé précédemment. Nous avons dit, p. 126, que si Ton 
prend une ellipse et des cordes telles que ab, parallèles à une 
direction donnée, les circonférences décrites sur ces cordes comme 

Fig. i35. 




diamètres ont pour enveloppe une ellipse ; nous pouvons ajouter 
qu'on obtient sur l'une de ces circonférences les points où elle 
touche cette enveloppe en déterminant le pôle s de la corde ab, 
par rapport à Tellipse donnée, et en prenant la polaire du point s 
par rapport à la circonférence décrite sur ab : cette polaire coupe 
cette circonférence aux points m et n, qui sont les points de- 
mandés. 

Surface enveloppe d*un plan. — Parmi les surfaces simples qu'on 
peut considérer comme enveloppes, on peut prendre l'enveloppe 
d'un plan mobile. Dans ce cas, la caractéristique est une droite, 
et la surface enveloppe touche le plan mobile dans une de ses po- 
sitions suivant la caractéristique qui est sur ce plan. Cette surface 
enveloppe peut être considérée comme le lieu des caractéristiques, 
par conséquent comme un lieu de droites : c'est alors une surface 
réglée. On désigne sous le nom de surfaces réglées les surfaces 
engendrées par une droite. 

La surface enveloppe d'un plan est une surface réglée qui , 
d'après ce qui précède, jouit de cette propriété : le plan mobile, 
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dans chacune de ses positions, est tangent à la surface tout le long 
d'une génératrice. 

Comme exemple de surface enveloppe de plan, on peut prendre 
l'enveloppe des plans normaux à une courbe gauche. Cette enve- 
loppe est le lieu des intersections des plans normaux successifs de 
la courbe donnée. Le plan normal en a à la courbe gauche est per- 
pendiculaire à la tangente en a; de même, pour le point 6, le plan 
normal est perpendiculaire à la tangente en 6 à la courbe gauche. 
La droite d'intersection de ces plans normaux est alors perpendi- 
culaire à un plan parallèle à la tangente en a et à la tangente en b. 
Si le point b est infiniment voisin du point a, nous savons que le 
plan mené par la tangente en a parallèlement à la tangente en b est 
le plan osculateur de la courbe; donc la caractéristique du plan 
normal en a est perpendiculaire au plan osculateur de. la courbe 
gauche ; en outre, elle passe par le point de rencontre de la normale 
principale en a avec le plan normal en b\ elle passe donc par le centre 
de courbure de la courbe. Cette caractéristique est alors la droite 
que nous avons appelée Vaxe de courbure de la courbe gauche. 

Ainsi, la surface enveloppe des plans normaux à une courbe 
gauche est la surf ace formée par les axes do courbure de cette 
courbe. 
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Surfaces gauches. — La surface enveloppe d'un plan mobile 
nous amène à faire une première étude des surfaces réglées. 

G [fig' i36) est la génératrice d'une surface réglée, Cla géné- 
ratrice infiniment voisine de celle-ci. Menons la perpendiculaire 
commune ocf à G et C ; la limite des positions du pied o de cette 
perpendiculaire sur G est ce qu'on appelle le point central (*), 
Sur chaque génératrice nous avons un point central; le lien de 
ces points centraux est ce qu'on appelle la ligne de striction 
de la surface réglée. Il ne faut pas croire, d'après la définition 



(') Chaslbs, Mémoire sur les sur/aces engendrées par une ligne droite {Correspond 
danee nuitkématique et physique, t. XI). 
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da point central, que la ligne de striction rencontre à angle 
droit les génératrices. 

Le plan de G et de la perpendiculaire commune oo' est ce 
qu'on appelle le plan central pour la génératrice G. 

Par le point o' menons une parallèle G| à G ; par un point a 
de G menons un plan perpendiculaire à cette droite. Ce plan ren- 
contre G| au point b et G' au point c. G/ étant une génératrice infi- 
niment voisine de G, le point c est infiniment voisin du point a, 
et la droite ac est la tangente en a à la ligne d'intersection de la 
surface réglée et du plan que nous venons de mener en a perpen- 
diculairement à G ; le plan de G et de cette droite ac est alors le 
plan tangent en a à la surface réglée. 

Fig. i36. 



Cherchons la tangente de Tangle que ce plan tangent fait avec 

le plan central ; on a 

« *^ 
tang = — . 

ab 

En désignant par x la distance du point o au point a, par a 
Tangle que font entre elles les génératrices G et G', ou, ce qui 
revient au même, Tangle de G/ et de G| , nous avons 

a: tango- 

ab étant la longueur de la perpendiculaire commune à G et G^, 
perpendiculaire que nous désignons par p, nous avons 



ou bien 



tangO = ^ 



X 

tango = -. — r-* 
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en substituant l'angle à la tangente, ces deux grandeurs différant 
d'un infiniment petit d'ordre supérieur. 
p elQ sont des infiniment petits; si nous les supposons de même 

ordre, le rapport - est fini. Nous le représenterons par Ar; k est ce 

qu'on appelle le paramètre de distribution des plans tangents à la 
surface réglée pour la génératrice G. 

La formule tangS = — montre que, pour une génératrice G, la 

tangente de l'angle que le plan tangent en un point de G fait avec 
le plan central est proportionnelle à la distance du point que 
l'on considère au point central sui^ cette génératrice. 

Il suflGt de faire varier x pour déterminer les valeurs de tangS, et 
par suite pour voir comment varie le plan tangent à la surface 
réglée lorsque l'on prend successivement les différents points de la 
génératrice G. 

Lorsque x est infini, tangS est infini : le plan tangent est alors 
perpendiculaire au plan central, il est parallèle à la génératrice infi- 
niment voisine de G; x diminuant, l'angle diminue. 

Lorsque x est égal à k, tangd est égal à i ; l'angle est alors égal 
à 45**. On peut dire aussi : le plan mené par G, qui fait avec le 
plan central un angle de 45**, touche la surface réglée en un point 
dont la distance au point central est un segment égal au para- 
mètre de distribution des plans tangents. 

Lorsque x est égal à zéro, le plan tangent coïncide avec le plan 
central. Lorsque a, continuant à se déplacer sur la génératrice, 
passe de l'autre côté du point o, on trouve alors des plans qui 
sont, par rapport au plan central, symétriques des plans qu'on 
avait d'abord trouvés pour les points de G d'abord considérés. En 
continuant le déplacement du point sur la droite, nous arrivons à 
l'infini et nous retrouvons un plan perpendiculaire au plan central. 

Nous voyons qu'à un point partant de l'infini sur G et parcou- 
rant cette droite jusqu'à l'infini correspond un plan tangent qui 
tourne autour de G; ce plan coïncide avec le plan central lorsqu'il 
a tourné d'un angle droit; puis il continue son mouvement de 
rotation, et il coïncide avec le plan tangent au point qui est à 
l'infini sur G après avoir tourné de deux angles droits. 

On voit que lorsque k est fini l'on a une surface réglée dont les 
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plans tangents sont différents pour les points de la génératrice G et 
telle que tout plan mené par G la touche en un point de cette droite. 
Cette surface réglée fait partie d'une classe de surfaces à laquelle 
on donne le nom de surfaces gauches. 

Supposons que k soit infini, c'est-à-dire que a soit infiniment petit 
par rapport à p. On a alors sur la surface réglée une génératrice 
analogue aux génératrices des surfaces cylindriques, c'est-à-dire 
parallèle à la génératrice infiniment voisine. Pour une pareille gé- 

nératrice, tango =—; par conséquent, tangO est nul pour tout 

point de la génératrice à distance finie du point central ; pour ces 
points, le plan tangent coïncide alors avec le plan central. Pour un 
point à l'infini, on ne peut pas dire quelle est la direction du plan 
tangent ; tout plan mené par la génératrice et qui n'est pas con- 
fondu avec le plan central doit être considéré comme tangent à 
l'infini. 

Si k est nul, c'est-à-dire si p est infiniment petit par rapport 

à 0-, tangO = -; on a alors une génératrice pour laquelle tangO est 

infini pour tout point à distance finie du point central ; les plans 
tangents pour ces points sont confondus avec le plan tangent au 
point qui est à l'infini; le plan tangent est unique tout le long de 
cette génératrice. Lorsque x est nul, on ne peut pas dire quelle est 
la direction du plan tangent ; tout plan mené par la génératrice et 
qui n'est pas confondu avec le plan tangent unique le long de cette 
droite doit être considéré comme tangent au point central. 

Lorsque k est constamment nul ou infini pour les différentes 
génératrices, on a une surface appartenant à une deuxième classe 
de surfaces pour lesquelles le plan tangent est le même le long de 
chaque génératrice. On désigne ces surfaces sous le nom de sur- 
faces dév^eloppables. 

Dans cette classe de surfaces, à l'exception des surfaces cylin- 
driques, nous ne trouvons que celles pour lesquelles p est infini- 
ment petit par rapport à (t. En nous reportant à ce que nous avons 
dit relativement à la plus courte distance des tangentes à une courbe 
gauche qui sont infiniment voisines, il résulte de là que le lieu des 
tangentes à une courbe gauche est une surface dés/eloppable, et 
que teni^eloppe d'un plan mobile, en supposant que cette ensfeloppe 
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ne soit pas une surface cylindrique, est une surface telle que la plus 
courte distance de deux génératrices est infiniment petite par rap- 
port à l'angle que ces droites comprennent entre elles. 

Nous allons montrer que cette surface enveloppe d'un plan nto^ 
bile est le lieu des tangentes à une courbe gauche. 

Soient G et G' {fig» iSy) deux génératrices d'une surface réglée, 
a le point central sur G, a! le point central sur G/ ; ad est alors un 
arc de la ligne de striction ; aa! est du même ordre que Tangle de G 

Fig. 137. 



et de G^. Si nous supposions aa! infiniment petit d'un ordre supé- 
rieur, nous aurions une génératrice G analogue à une génératrice 
de surface conique. 

Écartons ce cas. Prenons la perpendiculaire 00' commune à G 
et Gfy menons par le point o' une parallèle G| à G, abaissons du 
point a la perpendiculaire ac sur G| et du point c la perpendi- 
culaire cb sur Gf. Il résulte de cette construction que ab est per- 
pendiculaire à G^. Le pointa, étant le point central sur G, est à une 
distance infiniment petite du point o, puisque ce point a est la 
limite des positions du point o lorsque Gf se rapproche infiniment 
de G. Le segment ac est infiniment petit du premier ordre, ainsi 
que o*c ; bc est un infiniment petit d'ordre supérieur au premier; 
alors y dans le triangle acb, ab est un infiniment petit de même 
ordre que ac, et par suite de même ordre que aa!. Il en résulte 
que dans le triangle abci l'angle en ci est un angle fini ; la ligne de 
striction coupe donc les génératrices sous des angles finis. C'est le 
cas des surfaces gauches. 

Si ac est d'ordre supérieur au premier, il en est alors de même 
de ab ; le segment ab est infiniment petit par rapport à oo^, l'angle 
en a! est infiniment petit, et la ligne de striction est tangente à la 
génératrice. Ainsi, lorsque, quelle que soit la génératrice, sa dis- 
tance à la génératrice infiniment voisine est infiniment petite par 
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rapport à Tangle de ces droites, on peut dire que les génératrices 
de la surface sont tangentes à une courbe gauche. 

En résumé, les surfaces de la deuxième classe, en exceptant 
les surfaces cylindriques et les surfaces coniques, peux^ent être 
considérées comme le lieu des tangentes à une courbe gauche. 

Nous sommes ainsi conduits, pour étudier les surfaces dévelop- 
pableSy à prendre la surface formée par les tangentes à une courbe 
gauche. 

Cône directeur. — Si d'un point s de l'espace on mène des pa- 
rallèles aux tangentes d'une courbe gauche, on obtient une surface 
conique, que nous avons déjà considérée à propos de l'hélice, et 
qui, par rapport à la surface développable lieu des tangentes à la 
courbe gauche, prend le nom de cône directeur (*). Cette expres- 
sion de cône directeur est employée d'une manière générale lorsque, 
pour une surface réglée quelconque, on prend le cône lieu de 
droites menées d'un point fixe parallèlement aux génératrices de la 
surface réglée. 

Lorsqu'il s'agit d'une surface développable, à une génératrice G 
correspond sur le cône directeur une génératrice sg qui lui est 
parallèle, et le plan tangent à la surface développable le long de G 
est parallèle au plan tangent au cône le long de sg ; le cône direc- 
teur de la surface développable peut donc être considéré comme 
l'enveloppe des plans menés du point s parallèlement aux plans 
tangents de la surface développable. 

Dans le cas d'une surface gauche, à une génératrice G corres- 
pond sur le cône une génératrice sg ; le plan tangent au cône le 
long de sg est parallèle au plan tangent à la surface gauche au point 
qui est à l'infini sur G, puisque le plan tangent au point qui est à 
rinfini sur G est parallèle à la génératrice de la surface gauche qui 
est infiniment voisine de G. 

On voit alors que, dans le cas d'une surface développable, si 



(') L'intersection de ce cône directeur et d'une sphère dont le centre est au sommet 
de ce cône est la courbe que M. P. Serret a nommée indicatrice sphérique de la 
courbe gauche et dont il a montré l'utilité {Théorie nouvelle géométrique et méea» 
nique des lignes à double courbure, p. 76; 1860). 
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d'un point de Tespace on mène des plans parallèles aux plans tan- 
gents de cette surface, on a une enveloppe. 

Dans le cas d'une surfafce gauche, en menant d'un point de l'es- 
pace des plans parallèles aux plans tangents de la surface, il n'y a 
pas d'enveloppe. 

Surfaces développables. •— C étant une courbe gauche, menons 
des tangentes à cette courbe et considérons la surface dévelop- 
pable formée par ces droites. Le plan tangent à cette surface le long 
de la génératrice G est le plan mené par cette droite parallèlement 
à la génératrice infiniment voisine G/; mais ce plan n'est autre 
que le plan osculateur de C pour le point a où G touche cette 
courbe : nous voyons donc que les plans tangents de la surface 
développable ne sont autres que les plans osculateurs de la courbe 
gauche, et nous voyons aussi que l'intersection de deux plans 
osculateurs infiniment voisins est une tangente de la courbe gauche. 

Il résulte de là un moyen graphique pour construire le plan 
osculateur d'une courbe gauche en un point de cette courbe. 

Si l'on veut avoir au point a le plan osculateur de la courbe 
gauche C, on prend des tangentes à cette courbe gauche et les 
points où ces droites rencontrent un plan auxiliaire (P);en réu- 
nissant ces points par un trait continu, on a la trace de la surface 
développable formée par les tangentes de C. On mène à cette courbe 
une tangente au point où elle est rencontrée par la génératrice de 
la surface développable qui passe en a : le plan déterminé par cette 
tangente et par cette génératrice est le plan tangent à la surface 
développable lieu des tangentes à la courbe gauche; c'est, comme 
nous venons de le voir, le plan osculateur de la courbe gauche au 
point a. 
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La section faite dans une surface déi^eloppable par un plan 
quelconque a un point de rebroussement au point oà le plan sécant 
rencontre la courbe gauche qui définit la surface développable . 



Fig. i38. 



(S) 



(0) 




Prenons comme plans de projection le plan sécanl (S) {fig^ i38) 
et le plan osculateur (O) de la courbe gauche au point a où (S) 
rencontre la courbe. Ces deux plans se coupent suivant la droite xj, 
La projection de la courbe gauche sur son plan osculateur (O) est 
la courbe C, en supposant que cette projection soit faite au moyen 
de droites parallèles au plan sécant (S) et perpendiculaires à xj, 
La projection C de la courbe gauche sur le plan (S), étant faite au 
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moyen de droites parallèles à la tangente au point a, a un point 
de rebroussement en a ; la tangente en ce point est xy. 

On a les projections d'un point de la courbe gauche en abais- 
sant d'un point ni de C une perpendiculaire rrip sur jcy et en 
menant par le point p une parallèle à la tangente ai ; cette parallèle 
rencontre la courbe C au point m, qui correspond à ni. La tangente 
à la courbe gauche, au point de l'espace dont les projections sont m 
eti?/, se projette suivant les tangentes en ces points aux projections 
C et C. Pour avoir le point où cette tangente rencontre le plan (S), 
élevons une perpendiculaire à xy au point où la tangente mq coupe 
cette droite ; cette perpendiculaire rencontre la tangente en ni au 
point q'\ le point c( est la trace sur le plan (S) de la tangente à la 
courbe gauche au point (m', m). Le point a étant un point ordinaire 
sur la courbe donnée, les points tels que q sont toujours d'un même 
côté du point a sur la droite xy^ et, par suite, la perpendiculaire qtj 
est tout entière sur l'une des régions de (S) située d'un même côté 
par rapport à la perpendiculaire élevée du point a sur xy. 

Quant aux points tels que ^, ils sont de part et d'autre de ocy^ 
puisque la courbe C présente un point de rebroussement. 

Nous voyons déjà que la courbe est située de part et d'autre de 
ocy et d'un même côté par rapport à la perpendiculaire menée du 
point a à cette droite. 

La tangente au point y' à la trace de la surface développable s'ob- 
tient en prenant la trace sur le plan (S) du plan osculateur de la 
courbe donnée en (m', m). Lorsque ce point se rapproche du point a, 
en appliquant toujours cette même construction, pour avoir la tan- 
gente à la trace de la surface développable, nous arrivons au pointa 
et nous obtenons en ce point, pour tangente à la trace de la surface 
développable, la ligne xy qui est l'intersection du plan sécant et 
du plan osculateur en a, La courbe partant de q' arrive donc tan- 
gentiellement à xy au point a, et, comme elle est de part et d'autre 
du point a, elle présente en ce point un point de rebroussement (* ). 

Dans le cas particulier où le plan sécant est mené par une géné- 
ratrice de la surface développable, la section faite par ce plan ne 
présente pas de rebroussement et a pour tangente la génératrice de 



(*) M. Tresca, ingénieur des ponts et chaussées, m'a donné cette démonstration 
lorsqu'il était élève à l'École Polytechnique. 
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la surface qui est rintersectlondu plan sécant et du plan osculateur 
de la courbe. 

La courbe gauche qui définit la surface développable est donc, 
d'après ce que nous venons de démontrer, le lieu des points de 
rebroussement des sections planes de la surface développable; 
c'est pour cette raison que l'on donne à cette courbe le nom à^ arête 
de rebroussement, La projection de l'arête de rebroussement forme 
le contour apparent de la surface développable. 

On peut considérer la surface développable comme formée de 
deux nappes tangentes entre elles le long de l'arête de rebrousse- 
ment; l'une des nappes est engendrée par les portions des tangentes 
à l'arête de rebroussement partant des points de cette courbe et se 
dirigeant toutes dans le même sens. 

Étude d'une nappe de la surface développable. — Prenons des 
points sur la courbe donnée, arête de rebroussement de la surface 
développable. Menons les plans tangents en ces points à la surface 
développable; ces plans, par leur rencontre, forment une surface 
polyédrale. Les propriétés de ce polyèdre, qui ne dépendent pas du 
nombre ni de la grandeur de ses faces, peuvent s'étendre à la surface 
développable qu'on obtient en rapprochant infiniment les points 
pris sur la courbe donnée. 

On peut appliquer ce polyèdre sur un plan, en faisant tourner 
successivemdht ses faces autour des arêtes. 

Lorsqu'on rapproche infiniment les points pris sur la courbe 
donnée, ce polyèdre se rapproche infiniment de la surface dévelop- 
pable, et le développement du polyèdre se rapproche infiniment 
d'un développement qui est celui de la surface développable. C'est 
celte propriété qui a fait donner à cette surface le nom de surface 
développable. 

Prenons sur le polyèdre un polygone quelconque; après le 
développement du polyèdre le périmètre de ce polygone n'a pas 
changé. Cette propriété conduit, pour la surface développable, à 
celle-ci : Lorsqu'on déi^eloppe une surface dés/eloppable, la lon- 
gueur d'un arc de courbe tracé sur celle surface est égale à la 
longueur de la courbe suwant laquelle se transforme la première» 

Si, sur le polyèdre, à partir d'un point, on mène deux droites, 
côtés de polygones tracés sur le polyèdre, l'angle compris entre 

i5 
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ces droites reste le même après le développement du polyèdre. 
Cette propriété conduit à celle-ci : L'angle que deux courbes ira-- 
cées sur une surface développahle comprennent entre elles et 
l'angle que font entre elles les transformées de ces deux courbes 
après le dév^eloppement de la surface dés^eloppable sont égaux 
entre eux. 

On peut tracer sur une surface développable une courbe qui ren- 
contre à angle droit les génératrices de cette surface ; cette courbe, 
qu'on appelle dés^eloppante de l'arête de rebrousscment de la sur- 
face développable, se transforme, d'après ce qui précède, en une 
trajectoire orthogonale des tangentes de la transformée de l'arête 
de rebrousscment après le développement de la surface dévelop- 
pable, et par conséquent devient une développante de cette trans- 
formée de l'arête de rebrousscment. 

Rayon de courbure de la transformée d'une courbe. — Cher- 
chons la relation qui existe entre le rayon de courbure d'une 
courbe tracée sur une surface dév^eloppable et le rayon de cour- 
bure de la transformée de cette courbe après le dés^eloppement 

de la surface, 

Fîg. iSg. 

\ 




Prenons {fig- iSg) pour plan de projection, que nous suppo- 
sons de front, le plan tangent à la surface développable le long de 
la génératrice ga qui contient le point a de la courbe C tracée sur la 
surface. Projetons le point m en wl, ainsi que les différents points 
de la courbe C; nous obtenons la projection am' ou P. Développons 
la surface développable sur le plan tangent le long de ag. Le point 
m, supposé infiniment voisin du point a, décrit un arc nun^ infi- 
niment petit et vient, dans ce plan tangent, sur la perpendiculaire 
à ag menée du point m', à une distance du point m! infiniment 
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petite du troisième ordre. La courbe am se transforme ainsi sui- 
vant la courbe am^ ou T. 

Nous avons maintenant trois courbes : la courbe donnée C, la 
projection de cette courbe P sur le plan tangent, et la transformée T 
de la courbe C. Les courbes T et P sont osculatrices au point a, 
puisque les points m' et m^ de ces deux courbes, infiniment voi- 
sins du point a, sont distants Tun de l'autre d'une longueur qui est 
infiniment petite du troisième ordre. 

Cherchons alors la relation qui existe entre le rayon de cour- 
bure p de la courbe C en a et le rayon de courbure R de la courbe P 
au même point a. Pour cela, abaissons du point m' la perpendi- 
culaire m't sur la tangente at à ces deux courbes; mi est alors 
aussi perpendiculaire à cette tangente, puisque inrn! a été mené 
perpendiculairement au plan de projection, qui est le plan tangent 
à la surface développable le long de ag^ supposé de front. La droite 
mft est dans ce plan tangent à la surface développable ; la droite mt 
est dans le plan osculateur de la courbe G ; l'angle 6 de ces droites 
est donc l'angle que le plan osculateur de la courbe C en a fait 
avec le plan tangent à la surface développable en ce point. Le 

rayon de courbure p de C est égal à *, le rayon de courbure R 

2 

de la courbe P est éeral à — - ; on a alors 

^ im'r 

R mt 



•» 



P 



m't 



Dans le triangle rectangle mm' t, nous avons m't = mt cos9 ; il 
résulte de là 

^ ' d'où R=-^ C). 



P 



cosô cosô 



Ainsi, le rayon de courbure R de la transformée d'une courbe 
est égal au rayon de courbure de cette courbe dwisé par le cosi- 
nus de l'angle que le plan osculateur de la courbe fait avec le 
plan tangent de la surface dév^eloppable. 

Pour construire ce rayon de courbure R, menons l'axe de cour- 

(') Cette relation est duo à M. E. Catalan {Comptes rendus des séances de l'jiat^ 
dénué des Sciences, t. XVII, p. 788; i843). 
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bure OLOL* de la courbe donnée ; cette droite rencontre en un certain 
point cf! le plan tangent suivant ag à la surface développable : le 
segment aa^ est égal au rayon de courbure R de la transformée de 
la courbe sur ce plan tangent. En effet, cette droite fait avec le 
plan osculateur Tangle B ; la projection de cette droite sur le plan 
osculateur est le rayon de courbure aoL de la courbe C. On a alors 

cosO 

Lorsque le plan osculateur de la courbe tracée sur la surface 
développable est perpendiculaire au plan tangent, Taxe de cour- 
bure de la courbe rencontre ce plan tangent à Tinfini, et, par suite, 
le rayon de courbure de la transformée est infini. Cette transformée 
présente un point d'inflexion. 

Lorsque le plan osculateur de la courbe se confond avec le plan 
tangent à la surface développable, c'est-à-dire lorsque 6 est nul, 
R est égal à p ; c'est ce qui a lieu pour les points de l'arête de re- 
broussement de la surface développable. Ainsi, lorsque l'on rfeVe- 
loppe une surface développable, la transformée de l'arête de 
rebroussement est une courbe dont les rayons de courbure sont 
respectivement égaux aux rayons de courbure de l'arête de re- 
broussement. 

Dans le cas particulier où Tarête de rebroussement est une 
hélice, on voit que la transformée de cette courbe, après le déve- 
loppement de la surface développable formée par ses tangentes, 
est une circonférence de cercle. 

Développement approximatif d'une portion de surface dévelop- 
pable. — Si l'on veut effectuer le développement d'une portion de 
surface développable limitée à deux courbes, on opère approxima- 
tivement. On prend des points sur l'une des courbes et on les 
réunit en formant un contour polygonal ; on trace les génératrices 
qui passent par ces points et l'on prolonge ces droites jusqu'à 
l'autre courbe; on réunit les extrémités de ces droites en formant 
un autre contour polygonal. On obtient ainsi une série de quadri- 
latères que l'on décompose en triangles au moyen de diagonales ; 
on construit ensuite sur un même plan des triangles égaux à ces 
triangles, et Ton a le développement approximatif de la surface 
développable. 
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Déplacements dans l'espace d'une figure de forme invariable. 
Nombre des conditions qui assurent ces déplacements. — Nous 
allons suivre une marche analogue à celle que nous avons adoptée 
pour les courbes planes. 

Après avoir considéré ces courbes d'une façon générale, nous 
avons pris en particulier les lignes décrites pendant le déplacement 
d'une figure sur un plan; de même, après avoir parlé des surfaces 
d'une façon générale, nous allons considérer les lignes décrites 
ou les surfaces engendrées pendant le déplacement dans l'espace 
d'une figure de forme invariable. 

Nous commencerons par déterminer le nombre de conditions aux- 
quelles peut être assujettie une figure de l'espace que l'on déplace. 
Trois conditions fixent la position d'un point dans l'espace et 
assurent son immobilité; si nous retranchons une condition, en 
n'en conservant que deux, le point n'est plus immobile; il peut se 
déplacer et il décrit une ligne trajectoire. Si nous retranchons 
encore une condition, 1^ point, à partir de la position qu'il occupe, 
peut se déplacer dans une infinité de directions; toutes les lignes 
trajectoires ainsi décrites appartiennent à une surface que j'appelle 
la surface trajectoire du point ( * ). « 

Cherchons maintenant combien il faut de conditions pour assurer 
l'immobilité de tous les points d'une droite. Le point a d'une droite 
D étant immobile, le point b de cette droite ne peut se déplacer 
que sur une sphère dont le centre est au point a. Tandis qu'il faut 
trois conditions pour assurer l'immobilité du point a, il n'en faut 
plus que deux pour assurer l'immobilité du point i, puisque ce 
point est déjà assujetti à une condition, celle de se trouver sur une 
sphère déterminée. En ajoutant le nombre trois, qui indique les 
conditions relatives au pointa, au nombre deux, qui indique les 
conditions relatives au point i, nous trouvons qu*ilfaut cinq con- 



(') Foir mon Lltule sur le déplacement d'une figure de forme invariable {^Recueil 
des Mémoires des Savants étrangers, t. XX, et Journal de l'École Polytechnique, 
XUII* Cahier). 
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ditions pour' assurer Vimmobilité du segment ab, et par suite 
de tous les points de la droite D. 

En retranchant une condition, nous \oyons que quatre condi- 
tions permettent aux points d'une droite de se déplacer; ces 
points décrivent des lignes trajectoires. 

En retranchant encore une condition, nous voyons que trois 
conditions permettent aux points de la droite de se déplacer; ces 
points engendrent des sur/aces trajectoires. 

Ce que nous venons de dire est relsiiit aux points de la droite D; 
mais si nous ne nous occupons pas des points de la droite D, si 
nous prenons simplement celle droite comme figure géométrique, 
il faut une condition de moins pour assurer son immobilité que pour 
assurer Timmobilité de chacun de ses points, car, la droite D occu- 
pant une certaine position, nous pouvons la faire glisser sur elle- 
même sans modifier cette position, les points seuls changeant de 
place. Il ne faut donc que quatre conditions pour assurer l'imnio- 
bilité d'une droite indépendamment de ses points; c'est un résul- 
tat que Ton connaît, puisqu'il entre quatre paramètres dans les 
équations serv^ant à déterminer cette droite. En retranchant une 
condition, nous voyons que trois conditions permettent à la droite 
de se déplacer; elle engendre alors une surjace réglée. 

Reprenons la droite D et les points de cette droite; imaginons 
un plan passant par D. Les points de la droite D étant immobiles, 
le plan ne peut que tourner autour de D ; pour assurer son immo- 
bilité il faut ajouter une condition aux conditions qui assurent 
l'immobilité des points de D, et nous trouvons ainsi quiljaut six 
conditions pour assurer l'immobilité d'un plan; or, comme l'im- 
mobilité du plan d'une figure de grandeur invariable entraîne 
l'immobilité de la figure tout entière, nous concluons quiljautsix 
conditions pour assurer l'immobilité d'une figure dans l'espace. 
Ce nombre six, on le retrouve lorsqu'on cherche les équations 
d'équilibre d'un corps solide : il y a six équations d'équilibre. 

Si nous retranchons une condition, nous voyons que cinq con- 
ditions permettent à une figure dans l'espace de se déplacer; les 
points décrivent alors des lignes trajectoires. Une condition de 
moins, et les points de la figure se déplacent sur des surfaces. 
Ainsi, quatre conditions permettent à une figure de l'espace de se 
déplacer; les points décrii^ent alors leurs sur/aces trajectoires. 
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Indépendamment des questions relatives au déplacement, ce que 
nous venons de dire peut être utile lorsque Ton veut chercher le 
nombre des conditions qu'il faut donner pour déterminer une fi- 
gure dans Tespace, connaissant le nombre des paramètres qui 
suffisent pour déterminer sa forme. Il faut, par exemple, connaître 
les trois axes d'un ellipsoïde pour avoir la forme de celte surface. 
En ajoutant à ce nombre trois le nombre six relatif à la position, 
nous retrouvons bien qu'il faut neuf conditions pour déterminer 
un ellipsoïde de forme et de position. 

Quant aux déplacements, les nombres que nous venons de dé- 
terminer permettent de voir si le lieu d'un point mobile est une 
ligne ou une surface. 

Si, par exemple, un ellipsoïde de grandeur invariable est assu- 
jetti à rester tangent à cinq ellipsoïdes, il est alors assujetti à cinq 
conditions, et, d'après ce que nous venons de dire, on peut le dé- 
placer; chacun des points invariablement liés à cet ellipsoïde décrit 
alors une ligne trajectoire. 

Si les quatre sommets d'un tétraèdre de grandeur invariable sont 
assujettis à rester sur quatre surfaces données, un point quelconque 
invariablement lié au tétraèdre et entraîné pendant le déplacement 
de ce tétraèdre engendre une surface, puisque nous ne donnons que 
quatre conditions pour définir le déplacement de la figure. 

Déplacement infiniment petit d'une figure plane dans l'es- 
pace (*). — Commençons parle déplacement infiniment petit d'une 
figure plane. 

Le plan (P) {Jig» i4o) contient une figure. Après un déplace- 
ment infiniment petit, il vient en (P«), et la figure qu'il contient 
prend sur ce plan (P|) une certaine position. 

Faisons tourner le plan (P| ) autour de la droite d'intersection C 
des plans (P) et (P|), la figure qu'il contient prend sur(P) une nou- 
velle position. Nous pouvons amener cette figure à coïncider avec 
la première position qu'elle occupait d'abord sur (P), en la faisant 
tourner autour d'un centre instantané y. On voit ainsi qu'on peut 



(*) C'est à M.CflASLEsque l'on doit les fondements de la théorie que je vais expo- 
ser {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, p. \l\20\ i843)* f^oir 
aoMi mon Étude sur le déplacement {loccit,). 
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décomposer le mouvement de la figure plane en deux rotations, 
Tune autour d'une droite perpendiculaire à (P) menée à partir du 
point f\ un point a de cette figure vient alors en al\ l'autre autour 
de la droite C, intersection des plans ( P) et (P^ ) : le point a' vient 
maintenant prendre la position a^ que doit avoir le point a 
sur(P|). 

Fig. i4o. 




Le planaf aa' est perpendiculaire au plan (P), et, comme af est 
normale à la trajectoire aa' ^ nous voyons que afesl aussi normale 
à Ja trajectoire aa^ . On peut dire que qf est la trace sur le plan (P) 
du plan mené par le point a normalement à la trajectoire aa^ de 
ce point, et, comme le point a est arbitraire sur le plan (P), nous 
pouvons dire que : 

Les plans normaux aux trajectoires de tous les points du 
plan (P) passent par le point f. 

Le pointy reçoit, pour cette raison, le nom Ae foyer du plan (P). 
On voit qu'il jouit de la propriété d'être le seul point du plan (P) 
dont la trajectoire soit normale à ce plan (P), puisque son dépla- 
cement est une rotation infiniment petite autour de la droite C 
seulement (* ). 

Quand un plan se déplace d'une façon continue, dans chacune 
de ses positions il a un nouveau foyer; la courbe qui réunit tous 
ces points n'est pas une trajectoire orthogonale du plan mobile. 
Chacun des foyers jouit seulement de cette propriété; si on le 
considère comme marqué sur le plan mobile, son déplacement, 
infiniment petit, est normal à ce plan. 



(*) Lorsqu'aux plans d'une figure considérée comme mobile on fait correspondre 
les foyers de ces plans et qu'aux points de la figure on fait correspondre les plans 
normaux aux trajectoires do ces points, on obtient un mode de construction de 
figures corrélatives dont M. L. Crbmonà a fait une élégante application dans son Mé- 
moire Le figure reciproche nella Statica grafica, publié d'abord à Milan, en 1873. 
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La droite C, intersection de (P) et de (P| ), porte le nom de 
caractéristique; c'est, en effet, la droite de contact du plan (P) et 
de la surface développable que ce plan enveloppe pendant son 
déplacement continu, puisque cette droite est Tintersection du 
plan (P) avec ce plan dans sa position infiniment voisine. Les 
points de cette droite jouissent de la propriété de se déplacer sur le 
plan (P) lui-même pour un déplacement infiniment petit de ce 
plan (P), puisqu'ils tournent seulement autour de la droite issue 
du point f : leur rotation autour de la droite C ne changeant pas 
leurs positions. 

Si une droite D du plan (P) est entraînée pendant le déplace- 
ment de ce plan, elle engendre une surface réglée (D) ; le pied n 
de la perpendiculaire abaissée du foyer J du plan (P) sur la 
droite D est le point pour lequel le plan (P) est normal à la sur- 
face réglée (D), car la droite nf est perpendiculaire à D, et, en 
outre, elle est normale à la trajectoire décrite par le point n; elle 
est donc normale à deux lignes tracées sur la surface (D) à partir 
du point n; donc elle est normale à cette surface. 

Déplacement d'une droite. — Prenons la droite d'intersection D 
de deux plans (P) et (P'). Le plan normal à la trajectoire du pointa 
de cette droite passe par le foyery du plan (P) ; il passe aussi par 
le foyer y du plan (P'); il contient donc la droite y^. Cela est vrai 
pour un point quelconque de D ; nous voyons donc que : 

Les plans normaux aux trajectoires des points d'une droite se 
coupent suivant une même droite. 

Nous sommes déjà arrivés à cette propriété (p. 162) et nous avons 
vu, en outre, que cette droite est l'axe instantané de rotation à 
l'aide duquel on obtient le déplacement infiniment petit de la 
droite D. 

La connaissance des trajectoires de deux points d'une droite 
suffit pour déterminer cet axe de rotation. Si le point a décrit la 
courbe (a), si le point b décrit la courbe (A), en menant des 
points a et i des plans respectivement normaux aux trajectoires de. 
ces deux points, on a l'axe À autour duquel il faut faire tourner 
le segment ab pour faire décrire à chacun des points a et b les 
éléments des courbes (a) et (i). 
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Si le segment ai, pour uoe de ses positions, est normal à la 
trajectoire du point a, le plan normal en a à cette trajectoire con- 
tient le segment ab ; il coupe alors le plan normal en i à la trajec- 
toire (b) suivant une droite À passant par le point b. Le déplace- 
ment de ab est donc, dans ce cas, une rotation infiniment petite 
autour de À, qui fait décrire aux points de la droite ab des éléments 
dans un même plan, à l'exception du point i, qui reste dans la 
même position. Cela veut dire que, pour un déplacement infini- 
ment petit de premier ordre du point a, le déplacement du point b 
est infiniment petit d'ordre supérieur au premier. 

Si la droite ab dans Tune de ses positions est normale en a et 6 
aux trajectoires de ces points, et si les tangentes en a et 4 à ces 
trajectoires sont dans le même plan, les plans normaux en a et 6 
sont confondus; la droite À est une certaine droite de ce plan 
normal à la fois aux trajectoires des points a et i, et le déplace- 
ment autour de cette droite est une rotation qui fait décrire aux 
points a el b des éléments normaux à ab et situés dans le même 
plan. 

Enfin, si le segment ab dans Tune de ses positions est normal aux 
trajectoires des points a et i et si les tangentes en ces points à ces 
trajectoires ne sont pas dans le même plan, la droite A est confon- 
due avec ab, et le déplacement de ce segment ab ne peut plus être 
obtenu par une rotation. Les points de ce segment décrivent des 
éléments normaux à ai, car, si Tun d'eux, m, ne décrivait pas un 
élément normal à ai, nous nous trouverions dans le premier cas 
examiné et nous aurions un axe de rotation passant par ce point /n. 
En vertu de cet axe de rotation, tous les points du segment ab dé- 
criraient des éléments normaux à ab dans un même plan; or, par 
hypothèse, les éléments décrits par les points a et i ne sont pas 
dans un même plan ; nous ne pouvons donc pas admettre que le 
point m ne décrive pas un élément normal à ab. Nous voyons alors 
que le segment ab est tel qu'il est normal aux trajectoires de tous 
ses points, et, d'après tout ce que nous venons de dire, nous pou- 
vons conclure que : 

Lorsqu'une droite se déplace normalement à la trajectoire d'un 
de ses points, elle est, en général, normale aux trajectoires de 
tous ses points. 
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Courbes gauches et surfaces développables. — L'enveloppe des plans 
normaux à une courbe gauche C est une surface développablc que Monge ( ^ ) 
a nommée surface polaire de C. Les génératrices de cette surface polaire 
sont les axes de courbure de C. L'axe de courbure de C, relatif au pointa 
de cette courbe, touche l'arête de rebroussement de la surface polaire en 
un point qui est le centre d'une sphère qui a, avec C, quatre points infini- 
ment voisins confondus en a, comme il est facile de le voir en prenant 
d'abord quatre points de C à distances finies les uns des autres. Cette sphère 
est appelée sphère osculatrlcc de C. 

Le plan mené par la tangente en a à C, perpendiculairement au plan 
osculateur de cette courbe en ce point, est appelé plan rectifiant (*) de C. 

L'enveloppe des plans rectifiants de C est la surface lectifianie de cette 
courbe. Les génératrices de cette surface développablc sont les droites rec^ 
tifiantes de C. Après le développement de la surface rectifiante de G, cette 
courbe est transformée suivant une droite. 

Relativement à la surface développablc formée par les tangentes à C, les 
plans rectifiants de cette courbe sont des plans normaux menés par les 
génératrices de cette surface. La droite rectifiante est l'intersection de deux 
de ces plans normaux infiniment voisins; aussi je donne à cette droite le 
nom à*axe de courbure de la surface développablc. 

Les axes de courbure de cette surface développable sont aussi les axes 
de courbure des trajectoires orthogonales des génératrices de cette surface, 
ce qui fait que les points de l'arête de rebroussement de la surface recti- 
fiante de G sont les centres des sphères osculatrices de ces trajectoires. 

Théorème relatif à rintersection de deux surfaces qui se coupent sons 
le même angle. — Soient (fig. i4i) deux surfaces (M) et (N) qui se 
coupent suivant la courbe [a)ti toujours sous le même angle aux différents 
points de cette courbe. 

Prenons un arc infiniment petit aa^ sur («), et menons à partir de a et a^ 
les normales aux surfaces (M) et (N). 

Les normales issues de a sont am et an ; celles qui sont issues de a^ sont 
«imi et «i/'i- 



(*) Recueil des Savants étrangers y t. X, p. 5ii; 1786. 

(•) Laticbbt, Mémoire sur les courbes à double courbure, même Recueil, t. I, i8o5. 
Méntoire sur les développoïdes, même Recueil, t. Il, 181 1. 
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On a l'angle man^ qui 
angles en coïncidence au 
coïncidence les plans de 
plan man ; Fautre a lieu 
son foyer. 

La caractéristique du 
déplacement, est l'axe de 
au plan man issue de son 



est égal à Tangle m^a^n^. On peut amener ces 

moyen de deux rotations : l'une, qui amène en 

ces angles, a lieu autour de la caractéristique du 

autour d^une perpendiculaire à ce plan issue de 

plan man^ qui reste normal à (/i) pendant son 
courbure G de cette courbe. La perpendiculaire 
foyer est la tangente en a à [a). 

Fig. i4»- 




£n tournant autour de G , a vient en a^ et Tangle man vient en ma^ n ; 
puis cet angle tourne autour de a^ et vient coïncider avec l'angle m|a,/i|. 

H rësulte de là que l'angle m^a^m est égal à Tangle n^a^n, et, comme 
aai est normal au plan de l'angle mobile, ces angles mesurent les angles 
des normales a|m|, aj/ij avec les plans maai et naa^. 

Ainsi, lorsque a décrit aa^^ la normale am à (M) vient en a^m^^ qui fait 
a»ec le plan maa^y normal h (M), un angle (^) égal à l'angle que a^n^ 
fait avec le plan naa^ qui est normal à ( N ] . 

Il est important de remarquer que, tandis que a^ m^ est extérieur au 
dièdre dont les faces sont maa^^ naa^^ la normale a^n^ est à Tintérieur de 
ce dièdre. Si a^m^ avait été à l'intérieur, a^n^ aurait été à l'extérieur. 



(*) Angle de torsion géotlésique, dont la considération est due à M. J. BsinuiiD 
{Journal de Mathématiques, i'* série, t. IX, p. i33; i844)* 
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DIX-HUITIÈME LEÇON. 

LEÇON D'OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE 
(application de géométrie cinématique). 

Variation de longueur d'un segment de droite mobile. — Théorème de Malus et de 
Dupin. — Construction de la normale à la surface podaire. — Surface de l'onde. — 
Points singuliers. — Plans tangents singuliers. 



Supplément. — Surface de l'onde : troisième définition. — Détermination de la nor- 
male à la surface de l'onde. — Noms des auteurs qui ont traité de la surface de 
l'onde. 



Nous allons consacrer cette Leçon à des applications des proprié- 
tés déjà démontrées relativement au déplacement dans Tespace 
d'une figure de forme invariable. Ces applications ont un double 
objet ^d'abord, elles font bien comprendre les propriétés relatives 
au déplacement des figures; ensuite , elles donnent des résultats 
utiles en Optique. 

Tariation de longueur d'un segment de droite mobile. — Nous 
avons vu que, lorsqu'une droite se déplace sans rester dans le même 
plan, si elle est normale à la trajectoire d'un de ses points, elle est 
normale aux trajectoires de ses autres points. Il résulte de cette 
propriété le moyen de déterminer une expression de la variation de 
longueur d'un segment mobile de grandeur variable. 




Le segment ab [fig. i^i) devient a< bx : quelle est la variation de 
longueur de ai? Menons à partir des points a et A les trajectoires 
orthogonales des droites ai, û^i^i; nous pouvons confondre les 
éléments de ces trajectoires avec les perpendiculaires abaissées des 
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points a et b sur ai i|. Nous obtenons ainsi, aux pieds de ces per- 
pendiculaires, les points a et j3, et, d'après le théorème rappelé 
tout à l'heure, a^ est égal k ab, La variation de longueur du seg- 
ment est donc la somme des segments aai, (3i|, et nous pouvons 
dire que la variation de longueur d'un segment de droite est égale 
à la somme algébrique des projections, sur la direction de ce seg- 
ment, des chemins parcourus par ses extrémités ( * ). 

Si la variation de longueur du segment est réduite à la projection 
du chemin parcouru par Tune de ses extrémités seulement, l'autre 
extrémité se déplace normalement au segment mobile. C'est ce cas 
particulier dont nous allons faire usage pour démontrer la générali- 
sation faite par Dupin (*) d'un théorème dû à Malus (') : 

Théorème de Halus et de Dupin. — Des rayons lumineux sortent 
normalement d'une surface; ils rencontrent une surface et sont 
réfractés de façon qu'un rayon incident et le rayon réfracté cor- 
respondant soient dans un même plan normal à cette surface et 
qu entre le sinus de l'angle d'incidence et le sinus de l'angle de 
réfraction il y ait un rapport constant : après la réfraction, tous 
ces rayons sont encore normaux à une surface. 

Fîg. 143. 




ab (fig^ 145) est un rayon lumineux qui est normal à une sur- 



(*) A Toccasion de ce Ibéorème, voir Gilbert, JVote sur quelques propriétés des 
lignes tracées sur une surface quelconque {Bulletin de V Académie royale de Belgique, 
a* série, t. IX, n" 1 ). 

(•) Applications de Géométrie et de Mécanique, quatrième Mémoire. 

(') Premier Mémoire sur l'Optique {Journal de l'École Polytechnique, XIV* Cahier). 
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face (A); ce rayon rencontre en b une surface (B); après la réfrac- 
tion, il est dirigé suivant bl\ les droites Aa, bl font avec la normale 
au point i à la surface (B) des angles i et /* tels que 

sin / 

smr 

\ étant une constante. 

Nous allons démontrer que les rayons tels que bl sont normaux 
à une même surface. Menons au point a le plan tangent à la sur- 
face (A), au point b le plan tangent à la surface (B). Ces deux plans 
se coupent suivant une droite T, qui est alors perpendiculaire au 
plan du rayon incident, du rayon réfracté et de la normale à la 
surface (B). Par cette droite T menons un plan perpendiculaire au 
rayon réfracté bl\ il rencontre ce rayon au point c. Les trois plans, 
qui se coupent suivant la droite T, étant respectivement perpendi- 
culaires au rayon incident, au rayon réfracté et à la normale à (B), 
comprennent entre eux des angles égaux à i et r; et, comme les 

sinus des angles compris par ces plans sont entre eux comme r-* 
nous voyons que 

ba 

Si le rayon lumineux issu de la surface (A) part d'un point infi- 
niment voisin du point a, il rencontre la surface (B) en un point b^ 
infiniment voisin de b. Joignons le point b au point b^ ; cette droite 
coupe T au point t. Joignons le point t aux points c et a; les 
droites £c, ta sont respectivement perpendiculaires au rayon réfracté 
et au rayon incident. En abaissant du point b^ une perpendicu- 
laire b^p sur ai et une perpendiculaire b^q sur bc, nous avons 
alors des droites respectivement parallèles à ta et te. Comme le 
rayon lumineux ai, quand on le déplace de façon à amener le point b 
au point i|, est tel que le point a décrive sur la surface (A) une 
trajectoire normale à ai, la variation de longueur de ce rayon est 
simplement bp. Nous allons faire voir qu'en même temps la varia- 
tion de longueur de bc n'est autre chose que iy, et alors le point c 
lui-même se déplace sur une surface tangente en c au plan que nous 
avons mené par la droite T perpendiculairement au rayon réfracté. 



^o 
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De Ja relation (i) nous tirons 



(=>) 



d ba =. IclbCf 



c'est-à-dire que la variation de longueur de ba est à la variation 
de longueur de bc dans le rapport constant X. 
On a 



d'où 



bp ba 

Vq- bc ' 

b/j = / bq. 



Mais bp = dba\ nous avons alors 

dbaz=z\ bq. 

En rapprochant cette relation de la relation (2), nous trouvons 
que bq est la variation de ic, et le point c se déplace alors norma- 
lement à bc. Comme cela est vrai quelle que soit la direction de bb^ , 
nous concluons que le rayon réfracté est normal à une surface 
tangente en c au plan (T,c). 

Le théorème que nous venons de démontrer s'applique lors- 
qu'au lieu de réfraction on parle de réflexion, et lorsqu'au lieu 
d'une surface d'où partent normalement des rayons lumineux on 
a simplement un point lumineux. 




Construction de la normale à la surface podaire. — Soient a 
{Jig. i44) le point lumineux, ab un rayon lumineux, bn la normale 
à la surface réfléchissante. Prenons comme plan de la figure le 
plan abn; le rayon réfléchi est alors dans le plan de la figure, et 
il fait avec bn un angle égal à abn. La droite T de la figure pré- 
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cédente est maintenant projetée au point f, intersection de la 
tangente en i à (B) et de la perpendiculaire menée par le point a 
au rayon ab. Le plan mené, par la droite projetée en f, perpendi- 
culairement au rayon réfléchi est projeté suivant la perpendicu- 
laire te abaissée du point t sur le rayon réfléchi. D'après ce que 
nous venons de démontrer, le lieu des points tels que c est une 
surface (C) qui a pour normale la droite ci. 

Comme l'angle d'incidence et l'angle de réflexion sont égaux 
entre eux, la droite ac est perpendiculaire sur bty et le point p où 
elle rencontre cette droite est le milieu du segment ac. Le lieu [p] 
des points tels que p, c'est-à-dire le lieu des pieds des perpendicu- 
laires abaissées du point fixe a sur les plans tangents à la surface (B) 
est alors une surface homothétique à la surface (C). Nous aurons 
donc la normale en y^ à la surface [p], en menant une parallèle 
à cb. 

La surface [p] est ce que l'on appelle la surface podaire de (B) 
par rapport au point a. Nous voyons que, pour construire en p la 
normale à la surface podaire, nous devons mener une droite qui 
rencontre ab et qui fasse avec ap le même angle que ai. 

Cette dernière construction va nous être utile pour l'étude 
d'une surface que l'on emploie en Optique : la surface de l'onde 
lumineuse. 

Surface de l'onde. — Nous allons prendre comme première 
définition de cette surface celle que l'on rencontre dans la théorie 
de la lumière. 

On donne un ellipsoïde dont le centre est en o {fig* i45)î on 
joint le point o à un point ni de cet ellipsoïde. Dans le plan mené 
par om et par la normale eu m à l'ellipsoïde (plan que nous prenons 
pour plan de la figure) on élève une perpendiculaire à om^ et 

l'on porte sur cette droite une longueur op= — • Par le point p 

on mène un plan perpendiculaire k op : ce plan est tangent à la 
surface de l'onde. 

Menons par om un plan perpendiculaire au plan omn\ il coupe 
le plan tangent en m à l'ellipsoïde suivant une droite tangente à 
la section qu'il détermine dans l'ellipsoïde et qui est perpendicu- 
laire à om. Nous voyons ainsi que le point m est un sommet de la 

i6 
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section faite dans Tellipsoïde par le plan diamétral mené par om 
perpendiculairement au plan de la figure; ont est Tun des demi- 
axes de cette section, et la longueur op est inversement propor- 
tionnelle à la longueur de cet axe. Nous pouvons dire d'après cela 
que la surface de l'onde est la surface dont les plans tangents 
sont menés parallèlement aux plans diamétraux d'un ellipsoïde 
et à des distances de ces plans inv^ersement proportionnelles aux 
axes des sections faites dans l'ellipsoïde par ces plans diamé- 
traux. 

Proposons-nous de construire le point où le plan tangent à la 

Fig. 145. 
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surface de l'onde, que nous venons de mener par le point py touche 
cette surface. Puisque ce plan tangent à la surface de l'onde a été 
mené perpendiculairement à op^ le point p est le pied de la per- 
pendiculaire abaissée du point o sur ce plan, et les points tels 
que p appartiennent à la surface podaire [p] de la surface de l'onde 
relative au point o. 

Si nous savions construire la normale à cette surface podaire [/?], 
nous aurions le point de contact demandé en menant à partir du 
point o une droite rencontrant la normale à [^] et faisant avec op 
un angle égal à l'angle que cette normale fait avec cette droite. 

Cherchons la normale à la surface podaire [p]. Portons sur op 
une longueur omi égale à om; au point m de l'ellipsoïde corres- 
pond ainsi un point mt , et l'on peut dire qu'à l'ellipsoïde corres- 
pond une surface [mi] lieu des points tels que mi . 

Nous avons 

opyc.om = K*, 
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et aussi 

La surface podaire et la surface [nii], ayant leurs points corres- 
pondants liés entre eux par cette dernière relation (*), jouissent 
de cette propriété : la sphère tangente en p à [p] et qui contient m^ 
est tangente en ce point à la surface [mi]. Mais les normales 
en mi et en ^ à cette sphère sont deux droites qui se rencontrent 
et qui sont également inclinées sur op ; en rapprochant ce résultat 
de ce que nous avons dit précédemment, nous voyons que la nor- 
male au point m^ à la surface [mi] est parallèle à la droite que nous 
nous proposons de trouver et qui rencontre le plan tangent à la 
surface de Tonde au point de contact qu'il s'agit de construire. 

Notre problème est donc ramené à la construction de la nor- 
male en /7Z| à la surface \in^ ]. 

Joignons le point m^ au point m. Le triangle mom^ est un 
triangle rectangle isoscèle de grandeur variable. Pour construire 
la normale à la surface sur laquelle reste le sommet /7Z|, nous 
allons profiter des éléments de grandeur invariable qui existent 
dans ce triangle. Prenons Tangle omm^ de grandeur invariable; 
cherchons le foyer du plan de cet angle que Ton déplace de façon 
([ue, m restant sur Tellipsoïde, ce plan contienne toujours la nor- 
male en ce point à cette surface ; en outre le côté om passe con- 
stamment par le centre o. Quand le point m se déplace sur l'el- 



(*} On dit alors que les surfaces [m^] et [/?] sont transformées l'une de l'autre /»ar 
rajrons 'vecteurs réciproques, La transformée par rayons vecteurs réciproques d'une 
tigure donnée est la figure qu'on obtient en portant, à partir d*un point ou pôle fixe, 
!»ar les rayons vecteurs partant de ce point et aboutissant aux points de la figure 
donnée, des longueurs inTersemcnt proportionnelles aux longueurs de ces rayons 
vecteurs. C'est en i836 que M. Bellavitis a fait connaître ce mode de transformation. 
En 1843, M. Stubbs l'a trouvé de son côté et a publié un Mémoire : On the applica- 
tion of a new method to the Geometrjr of Curves t^d curve Sur/aces {Philosophical 
Magazine^ t. XXUI). A la suite d'un Mémoire de M. TnonsON, M. Liouville {Journal 
de Mathématiques f i'* série, t. XII) a étudié ce mode de transformation, auquel il a 
donné le nom actuel de transformation par rayons vecteurs réciproques, 11 a démontré 
cette très belle propriété que, par une seule transformation, on peut obtenir le résultat 
de transformations successives. M. A. Hirst a employé ce mode de transformation dans 
son Mémoire sur la courbure d'une série de surfaces et de lignes (jénnali di Materna- 
tica, t. II). On trouve l'exposition élémentaire de ce mode de transformation dans 
l'Ouvrage de M. P. Serret : Des méthodes en Géométrie, p. 3i, et dans le Traité de 
Géométrie de Rouch£ et Dr Comberousse, T" Partie, p. 247» et 3* Partie, p. 172. 
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lipsoïde dans une direction arbitraire, le foyer de ce plan est sur 
la normale à la trajectoire du point m; donc il est un point de la 
normale mn à Tellipsoïde. Comme le côté om passe toujours par 
le point o, le point de cette droite qui, après le déplacement infini- 
ment petit, vient au point o décrit un élément dans la direction 
même de om ; la normale, dans le plan oinrij à la trajectoire de ce 
point est alors la perpendiculaire élevée du point o à la droite om. 
Cette droite rencontre m,n au point f^ qui est le foyer cherché. 

En appliquant une remarque déjà faite, nous n'avons qu'à 
abaisser du point f une perpendiculaire sur le côté mmi pour 
avoir le point q où la surface engendrée par mm^ est normale au 
plan ommi . 

Prenons maintenant l'angle om^m de grandeur invariable. Le 
plan de cet angle coïncide toujours avec le plan du premier 
angle omm^ ; mais ces deux plans n'ont pas le même déplacement, 
puisque le triangle ommi est de grandeur variable. Cherchons le 
foyer relatif au déplacement du plan de l'angle o/Wi m. Le côté omt 
passant par le point o, le foyer cherché se trouve sur la perpendi- 
culaire élevée au point o à la droite om^ c'est-à-dire sur mo ou sur 
son prolongement. Ce foyer se trouve aussi sur la normale à la 
surface engendrée par m^ m menée à partir du point ^, où cette 
surface est normale au plan mobile. Le foyer se trouve donc au 
point fiy à la rencontre de fy et de mo, La droite^lmi est alors 
la normale à la trajectoire du point W|, et, comme le pointai ne 
dépend pas de la direction du chemin suivi par m, la droite^i/Wi 
est normale à la trajectoire du point mi quelle que soit cette tra- 
jectoire; donc cette droite est normale à la surface [/W|], sur 
laquelle se déplace le point mi . 

Dans le triangle /im/n 4, l'angle m^om est droit, l'angle ^i^m 
est droit; le point y est donc le point de rencontre des hauteurs de 
ce triangle, et la droite ^mi est perpendiculaire sur m/i. On voit 
ainsi que pour avoir la normale à la surface [mi ] il sufGt d'abaisser 
du point m^ une perpendiculaire sur la normale mn à l'ellipsoïde. 
En nous reportant à ce que nous avons déjà dit, comme il faut 
mener à partir du point o une parallèle à cette normale pour avoir 
le point de contact du plan tangent à la surface de l'onde, nous 
voyons qu'iZ suffit d'abaisser du point o une perpendiculaire sur 
la normale mn et que le point r où cette perpendiculaire ren- 
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contre le plan tangent à la sur/ace de l'onde est le point de 
contact de ce plan. 

Du point o abaissons la perpendiculaire ot sur le plan tangent 
à Tellipsoïde. Les deux triangles opry otm sont semblables; on a 



ot 


— 


op 


oin 




or 



d'où 

ot X or :=L op X 0/7Î = K*. 

Puisque ot X or est un produit constant, nous tirons de là une 
deuxième définition de la surface de Tonde en faisant corres- 
pondre le point r au plan tangent mt de l'ellipsoïde. Nous pouvons 
dire qu'o/i obtient le point r de la surface de l'onde en menant 
du point o une parallèle à la projection de om sur le plan tan- 
gent en m à l'ellipsoïde et en portant sur cette droite une lon- 
gueur or inversement proportionnelle à la dislance du point o 
à ce plan tangent. 

Nous avons ainsi une définition de la surface de l'onde qui 
nous donne les points de cette surface correspondant au plan 
tangent de l'ellipsoïde, tandis que la première définition faisait 
correspondre les plans tangents de la surface de l'onde à des points 
de l'ellipsoïde . 

En employant ces définitions, il est facile de se rendre compte 
de la forme de la surface de l'onde. Cette surface a les mêmes plans 
principaux que l'ellipsoïde, et l'on démontre aisément que sur un 
quelconque de ces plans principaux les traces de la surface de l'onde 
se composent d'une conique homothétique à la trace de l'ellipsoïde 
sur ce plan principal et d'un cercle. Dans le plan principal perpen- 
diculaire à l'axe moyen de l'ellipsoïde, la circonférence et la co- 
nique, traces de la surface de l'onde, se rencontrent en des points 
réels. 

Soient ac' (fis* ^4^) l^i conique et bV la circonférence de cercle 
sur le plan des xz. Sur le plan des xy nous avons une circonfé- 
rence de cercle passant par le point a et dont le rayon est oa. Sur 
le plan des zy la circonférence de cercle a pour rayon oc'. Sur le 
plan des xy la conique a pour demi-axes ob' et oCj et sur le plan 
des yz elle a pour axes ob et oa'. 

La surface de l'onde se compose de deux nappes : l'une, exté- 
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Heure, qui a pour traces les arcs ga^ gb, aa\ ha'\ l'autre, inté- 
rieure, qui a pour traces les arcs gh\ gc' , b'cy ce* , 

Fig. i46. 



/ 



/ 

u 




Points singuliers. — Aux points tels que g*, la surface de Tonde 
a une infinité de plans tangents dont Tenveloppe est une surface 
conique. C'est pourquoi le point g est appelé point conique. Nous 
allons montrer qu'en un point conique de la surface de Tonde Ten- 
veloppe des plans tangents est une surface du second degré. 

Prenons {fig* i47) Tellipsoïde et Tun des cylindres de révolu- 
tion circonscrits à cette surface. Employons la deuxième définition 
de la surface de Tonde, celle qui détermine par points cette surface 

Fig. 147. 




en faisant correspondre ses points aux plans tangents de Tellip- 
soïde. Puisque les distances du point o aux plans tangents de Tel- 
lipsoïde, qui sont des plans tangents à ce cylindre de révolution, 
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sont égales, les distances du point o aux points de la surface de 
Tonde correspondant à tous ces plans tangents sont égales. Ainsi , 
à tous ces plans tangents correspondent sur la surface de Tonde 
les deux seuls points g, g' qu'on obtient en menant à partir du 
point o une parallèle aux génératrices du cylindre et en portant à 
partir du point o une longueur og ou og' égale à K^, divisé parla 
distance du point o aux plans tapgents du cylindre circonscrit. 

Le point g ainsi déterminé est un point conique. Construisons 
le plan tangent à la surface de Tonde en g qui correspond ati plan 
langent en m. Menons un plan parallèle au plan de la courbe de 
contact E de Tellipsoïde et du cylindre circonscrit. La trace du 
plan gom sur ce plan est la droite sm'. D'après ce qui précède, le 
plan tangent au point gf à la surface de Tonde est parallèle au plan 
mené par sm' perpendiculairement à mlso, ou encore, en abaissant 
du point o une perpendiculaire sur m'sj le plan tangent à la sur- 
face de Tonde est perpendiculaire à cette dernière droite. 

Lorsque m varie sur E, les plans tangents en g^ à la surface de 
Tonde sont toujours respectivement perpendiculaires aux lignes 
que Ton obtient en abaissant du point o des perpendiculaires sur 
les droites, partant du points, et tracées sur le plan mené parallèle- 
ment au plan de E. L'ensemble de ces perpendiculaires forme un 
cône du second degré, et, comme ce cône est supplémentaire du 
cône formé par les plans tangents à la surface de Tonde, nous 
voyons que les plans tangents au point g à la surface de l'onde 
enveloppent une surface conique du second degré. 

Plans tangents singuliers. — Prenons Tellipsoïde et Tune de 
ses sections circulaires C [fig- i48). Employons la première déG- 
nition de la surface de Tonde; à un point m pris sur G correspond 
un plan (P) parallèle au plan de cette section circulaire, et ce 
plan est le même quel que soit le point pris sur C. Nous avons 
donc là un plan (P) qui est tangent à la surface de Tonde en des 
points qui varient lorsqu'on prend différents points sur la section 
circulaire de Tellipsoïde. 

Cherchons le lieu des points de contact de (P) et de la surface 
de Tonde. Pour avoir sur (P) le point de contact qui correspond 
à m, nous devons abaisser du point o une perpendiculaire sur 
la normale en m à Tellipsoïde et prendre la trace de cette droite sur 
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le plan (P). Les normales à l'ellipsoïde, issues des points de C, sont 
parallèles à un plan (Q) mené perpendiculairement au diamètre 
conjugué du plan de la circonférence C ; en outre, elles rencontrent 
le diamètre perpendiculaire au plan de la section circulaire ; ces 
normales sont donc parallèles à toutes les droites que Ton peut 
tracer sur le plan (Q) à partir du point u, où ce diamètre perpen- 
diculaire au plan de C rencontre (Q). Pour avoir les points de con- 
tact du plan (P), nous devons donc abaisser du point o des per- 
pendiculaires sur toutes les droites tracées sur le plan (Q) à partir 
du point u et prendre les traces de ces perpendiculaires sur (P). 

Fig. i/,8. 




Mais le lieu de ces droites est une surface conique dont les sections 
circulaires sont, les unes parallèles au plan (Q), les autres perpen- 
diculaires à ou; la trace de cette surface conique sur le plan tan- 
gent (P) à la surface de Tonde est donc une circonférence de cercle. 
Nous avons donc un plan (P) tangent à la surface de l'onde sui- 
vant une circonférence de cercle. 

A chacune des sections circulaires diamétrales de l'ellipsoïde 
correspondent ainsi deux plans tangents singuliers qui touchent la 
surface de Tonde suivant des circonférences de cercle. 

Les points coniques, qui sont des points singuliers de la surface 
de Tonde, donnent lieu à ce qu'on appelle en Optique la réfrac- 
tion conique, et les plans tangents singuliers tels que (P) donnent 
lieu au phénomène que Ton désigne sous le nom de réfraction 
cylindriifue. 
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Surface de ronde : troisième définition. — Du point o comme centre 
(fis- '4^) décrivons une sphère de rayon K et prenons par rapport à cette 
sphère la polaire réciproque (*) de TelUpsoïde [/w]. Nous obtenons un 
nouvel ellipsoïde (M). Cette surface est tangente au plan polaire de //i, plan 
qui est perpendiculaire à om et qui est à une distance op^ du point o égale 
à op. La trace de ce plan polaire sur le plan de la figure est /?'/; elle 
rencontre ot au point /, pôle du plan tangent tm. Ce point r' est le point 
de contact avec (M) du plan tangent />V. 

En faisant dériver la surface de Tonde [r] de l'ellipsoïde (M j, nous avons 
cette troisième définition : 

On joint le centre o de V ellipsoïde ( M ) «« point r' de âette surface • Dans 
le plan mené par or^ normalement à [M.) en /, on élêt'e à or' la perpendi- 
culaire or et l'on porte sur cette droite le segment or égal à or'; le lieu des 
points r est une surface de l'onde. 

Il rësidte de cette troisième définition que la surface [m^] est aussi une 
surface de l'onde (*). 

En faisant usage des trois définitions de la surface de l'onde, on peut 
transformer des propriétés de Tellipsoîde et arriver à des propriétés de la 
surface de Tonde. C'est ainsi qu'aux propriétés des diamètres conjugués de 
Tellipsolde correspondent des propriétés relatives aux diamètres de la sur- 
face de Tonde. Ces dernières propriétés sont remarquables, parce qu'elles 
s'interprètent en Optique (*). 

Détermination de la normale à la surface de Tonde. — Reprenons 
Tellipsolde (E),dont le centre est o (Jig. i45); menons le rayon vecteur om 
et la normale N à (£)au point m. Faisons tourner le plan de ces deux 
dniites sur lui-même d'un angle droit autour du point o. Le point m vient 
en /7ti et la normale N vient en Ni, qui est alors perpendiculaire à N. 

(') La théorie des polaires réciproques est due à Poncelet. On trouve la théorie 
^nérale des polaires réciproques dans le Tome IV du Journal de Crelle, 

La théorie des polaires a donné le premier exemple de transformation d'une figure 
en une figure corrélative. 

(*) Cette génération de la surface de Tonde est due à Mac-Cillagu. qui a trouvé 
aussi que la normale à [mj en m, est perpendiculaire à la normale en m à rellipsoîde 
et rencontre cette droite. 

(•) Nouvelles propriétés optiques déduites de V étude géométrique de la surface de 
Vonde {^Journal de Physique théorique et appliquée ^ t. V). 
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En rc|M?tant cette construction pour tous les points de (E), nous obte- 
nons la surface de Tonde [mi] : nous allons démontrer que N^ est la nor- 
male au point m^ à cette surface. 

Traçons sur (E), à partir du point /w, une courbe quelconque, et pre- 
nons cette courbe comme directrice d*une surface (N], lieu de normales 

ME). 

En répétant la construction précédente, on a pour les différentes géné- 
ratrices de cette surface des droites telles que Ni , appartenant à une surface 
réglée que nous désignerons par (Ni). 

Les droites N, N| et la bissectrice oi de Fangle droit compris entre ces 
droites déterminent une figure de forme invariable. Déplaçons cette figure 
de façon que la droite oi passe toujours par o, que N coïncide successive- 
ment avec les génératrices de (N) et que N, coïncide avec les génératrices 
de (Ni). Pour un déplacement infiniment petit de cette figure, son plan a 
pour foyer un certain point <f de la perpendiculaire élevée du point o à la 
droite oi. 

Les pieds b et bi des perpendiculaiçes abaissées de ce foyer sur N et N| 
sont les points pour lesquels le plan (N, Ni) est normal à (N) et (Ni). U 
résulte de la construction de ^ et de bi que Tangle bobi ^^ droit et que 
obi = ob. Par suite, on a aussi b^m^^^ bm. 

Laissons le déplacement de cette figure et supposons maintenant que Ton 
déplace N de Hiçon que son pied m décrive la directrice de (N ). Le point b, 
supposé marqué sur N, décrit alors une trajectoire normale à N, et, comme 
il se déplace dans le plan tangent en ^ à (N), plan qui est perpendiculaire 
au plan de la figure, il décrit un élément normal au plan de la figure. 

Puisque ob^ est égal à ob, le point ^i, correspondant au point b, décrit 
aussi un élément perpendiculaire à Ni. Mais, lorsque N décrit (N), bm reste 
(le grandeur invariable; il en est alors de même de b^m^j qui lui est égal : 
le point mi décrit alors aussi un élément normal à Ni. Ceci est vrai quelle 
que soit la directrice de (N) : donc Ni est normal a tous les éléments décrits 
par /Tii; par suite, c'est la normale à la surface [mi]. 
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DIX-NEUVIÈME LEÇON. 



RACCORDEMENT DES SURFACES RÉGLÉES (app. de géom. ciném.). 

GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE (suite). 

Déplacement inGniment petit d'une droite. — Paraboloïde des normales. — Raccor- 
dement des surfaces réglées. — Géométrie cinématique. — Droites conjuguées. — 
Normales aux lignes décrites par les points d'une figure dont le déplacement est 
assujetti à cinq conditions. — Normales aux surfaces trajectoires des points d'une 
figure dont les déplacements sont assujettis à quatre conditions. 



SuppLÉMEiiT. — Lieu des conjuguées d'une droite. — De la droite auxiliaire. — Des 
pinceaux de droites. — Méthode des normales dans le cas d'une figure de grandeur 
invariable mobile dans l'espace. — Exemple relatif au déplacement d'une figure 
mobile de grandeur variable. 



Déplacement infiniment petit d'une droite. — Considérons 
(fig' 149) une surface réglée (D)etunpointad'unedesgénératricesD 






Fig. 149. 
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de cette surface. A partir de a traçons sur (D) une courbe («) qui 
ne rencontre pas à angle droit les génératrices. Si nous assujettis- 
sons la génératrice D à \cnir coïncider successivement avec les 
génératrices de la surface (D), le point a décrivant la courbe que 
nous venons de tracer, le déplacement de cette génératrice D est 
bien défini. Le déplacement infiniment petit de cette droite, comme 
nous l'avons démontré, peut être obtenu au moyen d'une rotation 
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infiniment petite autour d'une certaine droite A; les différents 
points de D, pendant celte rotation infiniment petite, décrivent des 
éléments pour venir se placer sur la génératrice D' infiniment voi- 
sine de D. Pour étudier ce qui est relatif aux plans tangents à la 
surface (D) aux différents points de cette droite, nous n'avons alors 
qu'à considérer les plans tangents à la surface engendrée par D 
tournant infiniment peu autour de la droite A, 

Prenons comme plan de projection un plan parallèle aux droites 
D et A. Les normales à l'élément de surface engendré par D, tour- 
nant autour de A, se projettent suivant des perpendiculaires à D, 
et ces droites rencontrent la droite A. Au point a, la normale 
est aa', le point a' étant sur la droite A, Le plan tangent en a est 
le plan mené par D perpendiculairement à la normale aa\ 

Lorsque le point a s'éloigne sur la droite D, la normale aa' tend 
à devenir parallèle au plan de projection, et, lorsque le pointa est 
à l'infini, le plan tangent en ce point est le plan mené par D per- 
pendiculairement au plan de projection. 

Si le point a vient au point c, qui se projette au point de ren- 
contre des projections des deux droites D et A, la normale au 
point c se projette en ce point de rencontre; le plan tangent est 
alors un plan mené par D parallèlement au plan de projection. Ce 
plan est perpendiculaire au plan tangent au point qui est à l'infini 
surD; donc c'est le plan central, et alors le point de contact c 
est le point central sur la génératrice D. 

Nous voyons ainsi que le pied de la perpendiculaire commune 
à T) et A est, sur la droite D, le point central relatif à cette 
génératrice, et que le plan central est parallèle à A, 

Pour deux points également éloignés du point central, on re- 
trouve des plans tangents qui sont également inclinés sur le plan 
central. 

Appelons p la plus courte distance de D et A, l'angle que le 
plan tangent en a fait avec le plan central ou encore l'angle que la 
normale aa* fait avec la normale en c. On a 

aa' =p tangO; 

en désignant par x la distance ac^ on a aussi 

an' z=z X tang(D, A]. 
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Jonc le lieu des droites telles que A est le paraboloïde des nor- 
maies à (D) pour la génératrice D. Les droites A sont les géné- 
ratrices de ce paraboloïde qui ne sont pas perpendiculaires à D. 

L'axe du paraboloïde des normales est parallèle à Tintersection 
des plans directeurs; il est alors parallèle à une droite perpen- 
diculaire à D et parallèle au plan de projection. Le plan mené 
par D perpendiculairement à cette droite contient la normale au 
point c ; donc ce plan est tangent au paraboloïde des normales au 
point c de la droite D. Nous avons vu que ce point c est le point 
central relatif à cette génératrice, et comme, d'après ce que nous 
venons de dire, c'est le point de contact d'un plan perpendiculaire 
à la direction de l'axe du paraboloïde des normales, nous pouvons 
ajouter que le point central sur D est le sommet du paraboloïde 
(les normales relatif à cette génératrice. 

De la relation x = A: tango nous tirons, en différentiant, 

kdB „ , dx k 

dx = r . •» d ou - - =^ 



cos* dQ cos* ' 

dx est l'accroissement de ca quand le point a se déplace sur D 

d.r 

et dQ est l'angle dont tourne la normale aa' ; -— est alors le para- 
mètre de distribution des plans tangents au paraboloïde des nor- 
males pour la génératrice de ce paraboloïde, qui est la normale aa\ 
Si nous désignons par h^ ce paramètre de distribution , nous 
voyons que 

Construisons le paramètre k^. Élevons {Jig* i49)> ^ partir du 
point central c, une perpendiculaire à D. Portons sur cette droite 
une longueur ccf égale à /r; la perpendiculaire c'p à cfa rencontre 
la perpendiculaire a)7 à D au point /?; le segment ap est égal à Ar|. 
On a, en effet, 

c'a rr' A 

cos pac' cos*fc'a cos*0 

Lorsque est nul, c'est-à-dire lorsque l'on considère la généra- 



(*) Dans le Supplément de cette Leçon, nous arriverons géométriquement à cette 
formule. 



a56 t>Rb'\lâ»E PABTtt. — 

Iricc du paraholoïde des normales issue du poinlc, alors A, =A, 
c'esl-à-dire que le paramètre de distribution des plans tangents 
au pnrnbolo'ide des normales , pour la génératrice menée norma- 
lement à la sur/ace (D) à partir du point central sur D, est égal 
nu paramètre de distribution des plans tangents à la surface [Di 
pour la génératrice D. 

Démontrons directement ce dernier résultat. 

Pour la génératrice C du paraboloïde des normales, issue du 
point c, le plan central est le plan mené par celte droite et par D. 
et le point central est aussi le point c. 

Appelons g le point où C rencontre A. Le plan tangent en g »a 
paraboloïde des normales est le plan (C, A). Ce plan fait avec le 
plancentral(D, C), relatif à C, l'angle (D, A). La disunce^u-nest 
autre que p. Le paramètre de distribution A, pour C, en vertu de 



la formule tangd ^ -t est alors ; 
donc A, = k. 



tang(n, i] 



qui est égal à k. On » 



Raccordement des surfaces réglées. — Pour construire le para- 
boloïde dos normales, nous devons connaître trois de ses généra- 
trices, c'est-à-dire trois normales à la surface réglée. Cela revient à j 
dire que la connaissance de trois plans tangents à la surface réglée ^ 
pour trois points d'une génératrice entraine la connaissance de tous .^b 
les plans tangents de la surface réglée pour celte génératrice, et-^^a 

alors , si deux surfaces gauches ont une même génératrice "i^^ ^ 

pour trois points de cette génératrice commune, les mêmes plan~^.^;s 
tangents, elles auront les mêmes plans tangents pour tous /^ 
points de cette génératrice commune. On dit alors que ces dcu " 
surfaces gauches se raccordent le long de cette génératrice. 

L'un des plans tangents communs à ces deux surfaces, qui ob~>I 
une même génératrice, peut les toucber au point qui est à l'in- 
fini sur cette droite. Ce plan tangent est parallèle au plan tsngcn 
au cône directeur le long de la génératrice correspondante j 
celle que nous considérons sur la surface gauche. D'après cela, 
nous pou\on5 dire : Lorsque deux surfaces gauches ont même 
cône directeur ou même plan directeur, elles se raccordent si ellâs 
ont, en deux points d'une génératrice commune, les mdmesplan' 
tangents. 
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Reprenons une génératrice D d'une surface réglée (D) et sup- 
posons qu'en trois points a^b^e de cette droite on connaisse les 
plans tangents à la surface réglée. Dans chacun de ces plans et par 
les points «, i, e traçons une droite; Thyperboloïde qui a ces 
trois droites pour directrices est de raccordement avec la surface 
gauche, puisqu'il a les mêmes plans tangents que cette surface 
aux trois points a, i, e. Comme, par les points a, b, e, nous 
pouvons tracer des droites quelconques dans les plans tangents 
en ces points, nous voyons qu'i7 existe le long d'une géné- 
ratrice d'une surface réglée une infinité d' hyperboloïdes de rac- 
cordement. 

On peut remarquer que chacun de ces hyperboloïdes a son centre 
dans le plan tangent à (D) au point qui est à l'infini sur D. Parmi 
tous ces hyperboloïdes, il y en a une infinité qui sont de révolution : 
ce sont ceux qui sont engendrés par D tournant autour d'une des 
droites telles que A, c'est-à-dire autour d'une des génératrices du 
paraboloïde des normales à (D). 

Par une droite donnée on peut faire passer un hyperboloïde de 
raccordement avec (D) /e long de la génératrice D. Prenons les 
traces de la droite donnée sur les plans tangents aux points a, 
6, e et joignons respectivement ces traces à ces trois points; nous 
obtenons les directrices de Thyperboloïde de raccordement qui 
contient la droite donnée. 

Par chacun des points a, i, e, nous pouvons mener paral- 
lèlement à un plan donné des droites sur les plans tangents en ces 
points; ces trois droites définissent un paraboloïde qui est de rac- 
cordement avec la surface réglée, et, comme le plan, parallèlement 
auquel on mène des droites par les points a, i, e, a une direction 
arbitraire, on voit que le long d'une génératrice D il existe une 
infinité de paraboloïdes de raccordement. 

Si l'on fait tourner autour de D l'un quelconque de ces parabo- 
loïdes, on obtient un paraboloïde normal à la surface réglée. L'un 
de ces paraboloïdes normaux est le paraboloïde des normales ; c'est 
celui qui a l'un de ses plans directeurs perpendiculaire à la géné- 
ratrice D. 

Ce que nous venons de dire constitue les propriétés relatives au 
raccordement des surfaces réglées; c'est, comme on peut le re- 
marquer, une application immédiate de la propriété que nous avons 

n 
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démontrée : que tout déplacement infiniment petit d'une droite 
peut s'obtenir par une simple rotation. 

Nous allons maintenant reprendre l'étude des propriétés rela- 
tives au déplacement d'une figure de forme invariable, et nous con- 
tinuerons les applications à mesure que nous avancerons dans 
celte étude. 



GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE. 



Droites conjuguées. — Prenons une droite D {fig^ i5o), des 
plans (P), (P< ), (P2) menés par cette droite et liés entre eux, con- 
stituant alors une figure de forme invariable. Nous avons déjà dit 
que, pour un déplacement infiniment petit de cette figure, le dé- 
placement de la droite D peut s'obtenir par une rotation autour 
d'une droite A, et que cette droite A contient les foyers de tous 
les plans menés par la droite D. 

Fig. i5o. 




Supposons que A soit elle-même liée à la figure mobile. Pour 
un déplacement de cette figure, cette droite A est entraînée et 
son déplacement peut lui-même être obtenu au moyen d'une rota- 
tion autour d'une certaine droite : cette droite n'est autre que D, 
comme nous allons le voir. 

Le foyer/ du plan (P) est, d'après ce que nous savons, un 
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point dont la trajectoire est normale au plan (P), ou, ce qui est' 
exactement la même chose, le plan (P) est normal à la trajectoire 
du pointy. De même le plan (P<) est normal à la trajectoire du 
pointyi, et ainsi de suite. Les plans (P), {P^), (P2) sont donc les 
plans normaux aux trajectoires des points de la droite A, et ils se 
coupent suivant la droite D, qui est alors Taxe instantané relatif 
à A. Ainsi la droite D est Vaxe instantané relatif à la droite A. 

Les droites D et A jouissent alors de cette propriété que, pen- 
dant le déplacement infiniment petit de la figure. Tune déciles peut 
être considérée comme tournant autour de l'autre ; c'est pourquoi 
rillustre géomètre, M. Chasles , les a appelées droites conju- 
guées ( * ) . 

Une rotation infiniment petite de la figure mobile autour de D fait 
prendre à la droite A sa nouvelle position A| ; une autre rotation de 
la figure autour de A fait prendre à D la place que cette droite doit 
avoir. Le déplacement de A| , en vertu de cette dernière rotation, est 
négligeable, puisque les points de cette droite décrivent des éléments 
infiniment petits du second ordre. Ces rotations autour de D et de A, 
qui amènent ces droites dans leurs nouvelles positions, amènent 
aussi la figure tout entière dans la position que celle-ci doit occuper. 

Le déplacement de la figure mobile peut donc être obtenu au 
moyen de deux rotations, et, comme D est une droite arbitraire, 
on a alors ce résultat : Le déplacement infiniment petit d'une 



(*) Propriétés géométriques du mouvement infiniment petit d*un corps solide libre 
dans l'espace ( Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, i843 ). Ce beau 
Mémoire renferme de nombreuses propriétés des droites conjuguées. M. Chaslbs avait 
déjii fait connaître ces propriétés dans un Mémoire intitulé Propriétés nouvelles de 
Vhyperholoide à une nappe {^Journal de Mathématiques de Liouville, V* serre, t. IV; 
1839). M. PlCcker a retrouvé ces propriétés en étudiant Tensemble des droites au- 
quel il a donné le nom de complexe linéaire de rajrons \On a new Geometrjr of spact 
{Philosophical Transactions, vol. CLV; i865, et la traduction de ce Mémoire (/ourna/ 
tle Mathématiques de Liouville, a* série, t. XI); Neue Géométrie des Raumes, Leipzig, 
1868]. Les travaux de PlOcker ont été le point de départ de nombreuses recherches sur 
les complexes et les congruences de droites, dues à MM. Cledsch, Catlet, Rete, Cbelijii, 
Zectdb!<, F. Klei?i, Dracu, Voss et Halphen. A l'occasion de communications faites à 
l'Académie des Sciences par M. Sylvester (i5 avril et i3 mai t86i), M. Chasles est 
revenu sur les propriétés des droites conjuguées dans son travail Sur les six droites 
qui peuvent être les directions de six forces en équilibre ( Comptes rendus des séances 
de l'Académie des Sciences, 3 juin 1861). Pour cette dernière question, voir aussi 
MÔBics (A.-F.), Ueber die Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen {Journal de 
Mathématiques de Crelle, t. XVlll, p. 189; i838). 
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figure mobile de grandeur invariable peut être obtenu d'une 
infinité de manières au moyen de deux rotations. 

Pendant le déplacement de la figure, les droites D et A sont 
telles, que Tune tourne autour de Tautre. Il résulte de là qu'une 
droite G de la figure mobile, qui rencontre D eî A, jouit de la 
propriété d'être normale aux trajectoires de ses points, car le 
point a où G rencontre D, par exemple, ne fait que tourner autour 
de A ; la rotation autour de D n^a pas d'influence sur le déplace- 
ment du point a; la trajectoire de ce point est donc normale à la 
droite G. 

Normales aux lignes décrites par les points d'une figure dont 
le déplacement est assujetti à cinq conditions. — Prenons 
{fig> i5i) un point quelconque i de la figure mobile. Menons, à 
partir du point i, la normale à la trajectoire de ce point qui ren- 

Fig. i5i. 



/ 

contre D. Cette droite est dans le plan (P), qui passe par le point i 
et par la droite D ; elle est la trace sur (P) du plan normal à la tra- 
jectoire du point t; elle passe donc par le foyer f du plan (P), 
c'est-à-dire qu'elle rencontre la droite A conjuguée de D. Comme 
cela est vrai quel que soit le point i, nous avons la propriété sui- 
vante : 

Pour une position quelconque d'une figure mobile de forme 
ini^ariable, les normales aux points entraînés qui s'appuient sur 
une droite D rencontrent la conjuguée de cette droite D. 

On peut supposer que la droite D est à l'infini et donner cette 
droite au moyen d'un plan dont elle est la droite à l'infini. Le 
théorème précédent devient alors celui-ci : 

Pour une position quelconque de la figure mobile, parmi les 
normales aux trajectoires des points entraînés, celles qui sont 
parallèles à un même plan rencontrent toutes une même droite. 
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Nous verrons plus loin que la direction de celte droite est indé- 
pendante de la direction du plan donné. 

Ces théorèmes sont relatifs à une figure mobile dont les points 
décrivent des lignes trajectoires, c'est-à-dire qu'ils concernent une 
figure mobile dont le déplacement est assujetti à cinq conditions. 

Normales aux surfaces trajectoires des points d'une figure dont 
les déplacements sont assujettis à quatre conditions. — Prenons 
maintenant une figure de forme invariable, assujettie simplement 
à quatre conditions ( * ). Les points de cette figure décrivent alors 
des surfaces trajectoires. Cherchons la situation relative des nor- 
males aux surfaces trajectoires de tous les points de la figure. 

Fig. i52. 



a^ 




Supposons que quatre points de la figure, a, b, c, e, se déplacent 
sur quatre surfaces données {Jig- i5a). Nous connaissons, par 
exemple, pour une position de la figure mobile, les normales A, B, 
C, E, menées à partir des points a, i, c, e aux surfaces sur les- 
quelles se déplacent ces points. Il y a deux droites D, A réelles 
ou imaginaires, qui rencontrent ces quatre droites ; il est facile 



(*) J'ai étudié le premier les propriétés relatives à une figure mobile dont le dé- 
placement n'est pas complètement défini et que l'on peut déplacer d'une infinité de 
manières {Étude sur le déplacementj etc.,, loc. cit.). J'ai considéré en particulier une 
figure dont le déplacement est assujetti à quatre ou à trois conditions seulement. 
A ce sujet, voir Somoff, Sur les "vitesses "virtuelles d*une figure invariable^ assujettie 
à des équations de condition quelconques de forme linéaire {Bulletin de l* Académie 
de Saint-Pétersbourgy t. IV; 1872); Halphen, Sur le déplacement d* un solide invariable 
{Bulletin de la Société mathématique de France, t. II, p. 56; 1873), et The theory 
of screws : a studjr in the djnamics ofa rigid bodjr, by Robbbt Stawell Ball; Dublin, 
1876. 
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de le voir : les trois droites A, B, C déterminent un hyperboloïde ; 
parmi les génératrices qui rencontrent A, B, C, si Ton prend celles 
qui passent par les points où cet hyperboloïde est rencontré par E, 
on a les droites qui s'appuient sur les quatre droites A, B, G, E. 

Les droites D ^£ A sont conjuguées. En effet, quel que soit le 
déplacement de la figure, la droite A est normale à la trajectoire 
du point a et elle s'appuie sur D ; donc elle doit rencontrer la con- 
juguée de D. Nous pouvons répéter la même chose pour B, C, E, 
et nous voyons que la conjuguée de D doit rencontrer les quatre 
droites A, B, C, E; par conséquent, cette conjuguée est la droite A. 

Prenons maintenant un point quelconque i de la figure mobile, 
et menons à partir du point i une droite I rencontrant D et A. 
Quel que soit le déplacement, la trajectoire du point i est normale 
à cette droite, d'après une remarque faite précédemment. Cette 
droite I, étant normale aux trajectoires qu'on peut faire décrire au 
point i à partir de sa position, est alors la normale à la surface tra- 
jectoire de ce point. 

Ainsi, la normale à la trajectoire d'un point quelconque de la 
figure est la droite issue de ce point et qui s'appuie sur D et A; 
nous pouvons dès lors énoncer cette propriété : 

Lorsqu'une figure de forme invariable se déplace de manière 
que quatre de ses points restent sur quatre surfaces données, 
pour une position quelconque de cette figure^ les normales aux 
surfaces trajectoires de tous ses points rencontrent deux mêmes 
droites (*). 

Il est important de remarquer que, pendant qu'un point arbi- 
traire de la figure mobile se déplace sur sa surface trajectoire, les 
points des droites D et A ne décrivent que des éléments de lignes; 
ces points ne donnent Heu qu'à des lignes trajectoires, parce que 
le déplacement d'un point d'une de ces droites est une simple rota- 
tion autour de l'autre. 



C) Voir Journal de Mathématiques de LiouvilUt a* série, t. XI, 1866, où j'ai énoncé 
pour la première fois ce théorème; puis Etude sur le déplacement, etc., loc, cit.; 
Association française pour l'avancement des Sciences (Congrès de Lyon, 1873); Sur 
les surfaces trajectoires des points d'une figure de forme invariable dont le dépUt' 
cernent est assujetti à quatre conditions (Recueil des Savants étrangers, t. XX!!, cl 
Journal de Mathématiques de M, Resal, 3* série, l. !, p. 67); E. Colligkoti, Traité de 
Mécanique, ll« Partie : Statique, p. a 16. 
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Dans le cas du déplacement d'une figure plane sur son plan, 
nous avons vu que, pour une position de cette figure, les normales 
aux trajectoires de ses points passaient par un même point, centre 
instantané de rotation; dans le cas de Tespacc, au lieu de lignes 
trajectoires, nous avons des surfaces trajectoires, et les normales 
à ces surfaces trajectoires rencontrent les deux mêmes droites; 
ces deux droites sont deux axes de rotation à l 'aide desquels on 
obtient tous les déplacements de la figure mobile ( * ) . 

Si Ton prend une droite quelconque G de la figure mobile, les 
normales aux surfaces trajectoires des points de cette droite partent 
des poi;.ts de G et s'appuient sur D et A; ces normales, rencon- 
trant trois droites, appartiennent à l'hyperboloïde défini par ces 
trois droites. Ainsi, les normales aux surfaces trajectoires des 
points d'une droite forment un hyper boloïde. 

Parmi les génératrices de cet hyperboloïde , il y en a deux, 
réelles ou imaginaires, qui sont perpendiculaires à G. Les points /" 
et f , où ces génératrices rencontrent G, décrivent des surfaces 
trajectoires tangentes à G, et, pour tous les déplacements infini- 
ment petits de la figure, la droite G, à partir de la position qu'elle 
occupe, décrit des éléments de surfaces qui sont tangents k ces 
surfaces trajectoires. 



SUPPLÉMEHT A LA DIZ-HEUYIÉME LEQOH. 

Lien des conjuguées d'une droite. — Nous venons de démontrer que les 
normales aux surfaces trajectoires des points d'une droite mobile G forment 
un hyperboloïde. Ces droites sont normales aux lignes trajectoires décrites 
par les points de G pour un déplacement de G; elles rencontrent donc la 
conjuguée de cette droite relative à ce déplacement. 

Cela est vrai pour tous les déplacements qu'on peut imprimer à G. On 



( * ) A ce sujet, ifoir Ridaucour, Note sur la déformation des surfaces {Comptes rendus 
des séances de V Académie des Sciences, i4 férriep 1870). Dans cette Note, M. Ridaccour 
considère le cas où les droites D et A se rencontrent toujours. Il énonce alors cette 
belle proposition , les lieux des points de rencontre des droites D er A dans l'espace 
et diuis le corps sont deux surfaces applicables l'une sur l'autre, qui est l'analogue de 
la proposition relative au déplacement épicycloîdal d'une figure plane sur son plan. 
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voit donc que le lieu des conjuguées d 'une droite, qui fait partie d 'une 
figure de forme invariable assujettie à quatre conditions, est un hyperho- 
loïde qui contient G et les axes simultanés D, A. 

Comme nous Tavons vu dans cette Leçon, lorsque G se déplace sur une 
surface réglée, le lieu des conjuguées de cette droite est le paraholoïde des 
normales à cette surface. 

De la droite auxiliaire. — Prenons [fig, i53] une surface réglée (D) et 
le paraboloîde des normales à cette surface pour la génératrice D, que 

Fig. i53. 




nous supposons verticale. Projetons ce paraboloide sur deux plans : Tun 
perpendiculaire à D, l'autre vertical mené par cette droite. 

Les normales à (D), issues des points de D et qui sont les génératrices 
du premier système pour le paraboloîde des normales, se projettent hori- 
zontalement suivant des droites passant par o et verticalement suivant des 
droites parallèles à la ligne de terre ox. L*une de ces normales se projette 
verticalement au point /i, où le plan vertical de projection est tangent 
à (D). Les génératrices du paraboloîde du second système se projettent 
verticalement suivant des droites passant toutes par ce point n. Horizonta- 
lement, elles se projettent suivant des droites parallèles à la trace horiion- 
taie du plan central de (D), puisque ce plan central est un plan directeur 
du paraboloîde et qu'il est perpendiculaire au plan horizontal de pro- 
jection. 

Par le point n menons une parallèle à cette trace du plan central ; nous 
obtenons une droite A, qui est à la fois la projection horizontale et la pro- 
jection verticale d'une génératrice du second système du paraboloîde des 
normales. 

La normale en a à (D) est projetée verticalement suivant la perpendi- 
culaire a CL à D et horizontalement suivant ool, 

La normale en n est perpendiculaire au plan vertical ; la normale en o est 
confondue avec la ligne de terre, c'est-à-dire que le plan vertical est tangent 
en /t à (D) et normal en o à cette surface. 
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L'angle que le plan tangent en a à (D) fait avec le plan tangent en o, 
étant égal à Tangle des normales en ces points, n'est autre que xoa» De 
même, les plans tangents en a et b comprennent entre eux un angle égal 
à «op. 

Connaissant les plans tangents en o, a et b^ c'est-à-dire en trois points 
de Dy il est aisé de construire la droite A au moyen de a et |3, qu'on déter- 
mine facilement. 

Cette droite étant parallèle à la trace horizontale du plan central, la 
normale à (D), menée du point central sur D, se projette horizontalement 
suivant la perpendiculaire 07 abaissée du point o sur A. En abaissant du 
point 7 la perpendiculaire yc sur D, on a la projection verticale de cette 
normale; par suite, c est le point central. 

Dans le triangle C07, Ton a 

oc = cy tangC70 = cy tangpoy^ 
d'où 

co 
tang/?07 

et, comme poy est l'angle que le pian tangent en o fait avec le plan tangent 
en c, c'est-à-dire le plan central, on voit que C7 est le paramètre de distri- 
bution k des plans tangents à [\y) pour la génératrice D, 

Puisque A est à la fois la projection horizontale et la projection verticale 
d'une droite de l'espace, celle-ci est dans le plan bissecteur de l'un des 
dièdres formés par les plans de projection. Par suite, le point p est, sur la 
génératrice op du paraboloïde, le point de contact de ce paraboloide et 
d'un plan tangent incliné à 45° sur le plan vertical de projection. Mais le 
plan vertical est le plan central pour la génératrice op, puisque D est 
perpendiculaire commune à toutes les génératrices du paraboloide qui sont 
du premier système; donc le point p est sur op, à une distance du point 
central o relatif à cette droite, égale au paramètre ^i pour cette génératrice. 

On voit qu'on obtient op om k^ en portant, sur la perpendiculaire à D 
élevée du point central c, cy égal au paramètre A:, et en élevant la perpen- 
diculaire yp à 70. 

C'est la construction même à laquelle nous étions déjà arrivés (p. 255]. 

Nous disons que A est la droite auxiliaire de [H) pour la génératrice D 
et relative au point o. 

Pour un autre point 0|, on obtient la droite auxiliaire en prenant la per- 
pendiculaire élevée du point 7 à la droite yo^. 

Relativement au point central, la droite auxiliaire est parallèle à D. 

Le point 7 est un point fixe par lequel passent toutes les droites auxi- 



I 
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lUires pour D; / 'angle sous lequel on voit du point y un segmenl ab de D 
eit égai à l 'angle que font entre eiu: let plant laiigenis en aetbà (D) (' ;. 

Des pinceanx de droites. — Des droites assujetties à deux condibons 
formenl une congruence. Prenons une droite G et des droites voisines de 
cetle-ci fHisant partie d'une congruence. Par un point a de G, menons une 
surface [u] qui coupe ces <lroites. Amenons successivement G en coïncidence 
avec les droites qui iui sont voisines en laissant a sur [a]. Chacun des points 
de G reste alors sur sa surface trajectoire, et, d'après ce que nous venons 
de démontrera k fin de cette Leçon, il y a, sur G, deux points/ et/' dont 
les surfaces trajectoires sont tangentes .î G. Sur chaque droite de la crai- 
gruence, il y a deux points analogues à / et /'. Lorsque la droite G \-ieni 
coïncider avec G,, qui lui est Infiniment voisine, elle engendre une surface 
réglée tangente cn/ii la surface trajectoire de ce point. l.a ligne qui joint/ 
au jKiint analogue /, de G, est alors tangente à cette surface. Il résulte de U 
que la surface lieu des points tels que /et /,, qu'on appelle juj/iï«r/oco/e 
de la congruence, est tangente i G en / et aussi en /' ; on peut dire alors : 

l^s droites d'une congruence sont tangentes aux nappes de la surface 
JocaU (■). 

L'élément infinitésimal d'une congruence est un pinceau. 

Pour définir un pinceau [Gj. on donne {pg. i.')4) une droite G oamjvm 
du pinceau, les points/ et /'foyers du rajon G, et les nappes (F), (F") 
de la j«r/oc(-/DM/«queGloucheen/et/'. Les plans tangents anr napprrs 
[¥), [¥'] aux foyers/ et/' sont les plans focatu- du pinceau (G] (') . 
Lorsque l'on déjilace le rayon G, de manière a l'amener dans une poulioxa 
infiniment voisine, il engendre un élément de surface réglée que j*appell« 
tuifaee élémentaire du pinceau. 



(' ) Reliliiemen t H la droire nuiilUîra. voir : Mémoire lar In pincranx dedroiiri, rie 
{Journal de Mathëmatiquti de tioaville, i* s4ris, 1, XVII): dant le mAiiic Rcvdctî!, 
mAmi? Voinme. iiiip Sole ifililiilce Démonstration géométrique d'une prnpuntiua da^ » 
af. Bertrand, el un tr«tail Sur la lur/ace gauche lieu dti normale/ priadpaUt deéctu 
courbe'; dans les Comptei rendus de i' Académie des Sciencei, Moutvau mode dé tr^r*- 
staiaiioR plant de claiseï de uirfaeei réglées (léanCfiB d« ig oclobnt, S norenltfT. 
tg novembre 1877 el la mû 1878), Sur un mode de i 

gtéti (5 juin 1879), Traa formation d'un pinceau de normatri [g juin 1879 ); Auodé- 
tion franfaise pour l'arancement des Scienres (Concrèi de Puis, 18781, une S"lr 
Sur la lur/ace de l'onde; Traité de Géométrie drscriptiiv de H. DK XA Goaaitn 
m* Partie, p. 4t. 

(') MaLM, Journal de l'Èeole Polrtechnique. XIV Cahier. 

(') L« ejpt«>,ion» de raj-o«. foyer, surface focale : 

l'on coniidènt dea piiioraux de rnyont lumineux. 
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Toutes les surfaces élémentaires du pinceau [G] ont pour plans tangents 
communs en / et /' les plans focaux. 

Représentons ces surfaces élémentaires par des droites auxiliaires relatives 
au foyer /. 

Toutes ces droites passent par le point ^ situé sur la perpendiculaire /'^ 
à G et tel que l'angle /'f/ est égal à l'angle compris entre les plans focaux. 

Projetons / sur toutes les droites auxiliaires des surfaces élémentaires 
de [G]. Le lieu de ces projections est une circonférence C qui a /y pour 
diamètre. 

Fig. 154. 
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Au moyen de cette circonférence C, on peut déterminer les propriétés du 
pinceau [G]. 

Par exemple, puisqu'il suffit de projeter les points de cette circonférence 
sur G i>our avoir les points centraux des surfaces élémentaires du pin- 
ceau [G], on voit que : 

Les points centraux de toutes les surfaces élémentaires d'un pinceau [G] 
se trouvent sur un segment déterminé de G. 

M. Kummer a nommé points limites les extrémités de ce segment (*). 

Les surfaces élémentaires dont les points centraux sont aux ))oints limites 
ont pour plans centraux des plans que M. Kummer appelle plans principaux 
du pinceau [G]. 

Au moyen de la circonférence C, on voit tout de suite que : 

Les plans principaux d 'un pinceau sont rectangulaires. 
De même on voit que : 

La distance focale ff est égale à la distance qui sépare les points limites 
multipliée par le sinus de l 'angle que font entre eux les plans focaux. 

(*) Théorie générale des tjrstèmes de rayons rect dignes {Journal de Mathématiques 
de Crelle, t. LVII); les Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XIX, XX, XXI, con- 
tiennent une traduction de ce Mémoire faite par M. Dbwdlf. 
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L'existence de C prouve que : 

Aï dans un plan pastani par an rayon d'un pinceau on porte, sur des 
perpendiculaires à ce rayon élevées des points centraux des surfaces élé- 
mentaires et à partir de ces points des longueurs égales aaj: paramètres de 
distribution de ces surfaces, les extrémités des longueurs ainsi portées sont 
sur une circonférence passant par les foyers du -rayon et gui coupe ce 
rayon sous des angles égaux à t 'angle que font entre eux les plans focaux. 

Pinceau de normales. — Ixs normiiles à une surface (S) autour d'une 
normale A forment un pinceau [A] pour lequel les plans focaux sont rec- 
tangulaires. Les foyers et les points limites sont, dans ce cas, confondus 
avec les centres de courbure principaux 7, et 7,. Les surfaces élémentaires 
sont des éléments de surfaces que j'appelle normalies à (S ), et la circonfé- 
rence précédente est décrite sur 7, y^ comme diamètre ( ' ). 

Au moyen de cette circonférence C. on trouve facilement des propriété 
des normalies [*). 

Fig. i55. 




HéUiodA des normaUs dans le cas d'nne figure mobile dans l'espaça et 
de grandeur invariable ('). — Les normales aux surfaces trajectoires décrites 
par les points d'une figure dont quatre points restent sur quatre surfaces 
données rencontrent les deux mêmes droites D et A ; de là un moyen de 

C) Voir U heijon luÎTante. 

( ') Pour plus de développements, voir mon Mémoire sur Iti pinceaux de droitei et 
les normalies (Journal de Matbinali^aet de UourilU, V séria, t. XVII); Rniicon, 
Propriété! relatives aiu déplacemenli d'un eorpt atinjellî i quatre eondiiioni (Ctmpttt 
rendus dei téancei de rAcadémîe Jet Sciences, 3 juin 1S73). M. Rikinconm monln 
que lei droites du corps qui engendrent des pineeaui de narmales ■pputlenneal t 
un camplexe <lu premier degré. 

(') Élude sur le déplacement d'une figure de forme iamriaile, lae. cil. 
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construire la normale à la surface trajectoire décrite par un point de la 
figure mobile quand D et A sont réels. 

Comment doit-on opérer lorsque ces droites sont imaginaires ? — Aj)pe- 
lons a^ b^ c, e [fig- i55) les points qui décrivent les surfaces données [a], 
[6], [c], [e], et A, B, C, E les normales à ces surfaces issues de ces points. 

Soit i le point de la figure pour lequel on demande la normale à la surface 
trajectoire [i] qu'il décrit. Menons la droite ai et désignons par g le point 
on elle rencontre Thyperboloîde définie par les droites A, B, C. Il est facile 
de construire g; pour cela, on prend la droite suivant laquelle Thyperbo- 
lolde est coupé par le plan (A, ai) : le point où cette droite rencontre ai est 
le point g. Par ce point passe une génératrice de l'hyperbololde (A, B, C) 
de même système que A, B, C; nous désignerons cette droite par G. De h. 
même manière, en prenant les trois droites A, B, £, nous déterminerons 
une droite H. 

Les trois droites A, G, H déterminent un hyperboloïde, et la génératrice 
de cette surface, du même système que ces droites, qui passe par le point /, 
est la normale demandée. 

Car les droites D, A, étant des génératrices des hyperboloîdes (A, B, C) 

Fig. i56. 
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et ( A, B, E j, sont rencontrées par G et H, et par suite sont des génératrices 
de l'hyperbololde (A, G, H) : la génératrice de ce dernier hyperbololde, 
issue de /, rencontre donc D, A et est la droite demandée. 

Cette construction, indépendante de l'existence des droites D, A, ré- 
pond à la question posée. 

Prenons le cas particulier où le point / est à Tinfini dans la direction 
d'une perpendiculaire à un plan (Pj [fi g* i56). 

Tout ce qui précède est applicable. On détermine encore les droites G', 
H', comme on vient de déterminer G, H, en menant de a une perpendicu- 
laire à (P)« L'hyperbololde (A, G', H'), qui contient déjà la perpendiculaire 
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à (P) issue de a^ contient encore une autre perpendiculaire à ce plan. 
Celle-ci est la normale I demandée. 

Pour déterminer son pied p sur (P), on construit deux droites qui 
rencontrent A, G', H' : les projections de ces droites sur (P) se coupent au 
point /?. 

La normale que nous venons de déterminer est normale aux surfaces 
trajectoires de chacun de ses points; par suite, le plan ( P) est tangent en/y à 
la surface trajectoire de ce point. 

En d*autres termes, nous avons construit le point p où le plan (P) touche 
la surface à laquelle ce plan teste tangent pendant le déplacement de la 
figure mobile. 

Supposons que les points a et b soient confondus, les surfaces [^r] et [6] 
étant distinctes. On a alors une figure dont un point a décrit une ligne (a), 
intersection des surfaces [a] ct[b] et dont les points restent sur des sur- 
&ces données. 

La solution est toujours la même ; les droites A, B partent maintenant du 
même point a. Les droites D et A sont alors, Pune la droite qui joint les 
traces des normales C, £ sur le plan (A, B)^ c*est-à-dire sur le plan normal 
en a à (a j, l'autre la droite issue du point a et qui rencontre G et E. 

La construction de la normale à la surface trajectoire d'un point d*une 
figure mobile dont quatre points restent sur quatre surfaces données con- 
duit immédiatement à la construction du plan normal a la trajectoire décrite 
par un point d'une figure mobile dont cinq points restent sur cinq surfaces 
données. 

Soient a, b, c, e, / les points qui décrivent les surfaces données. 
Faisons abstraction de la surface [/] sur laquelle se déplace le point ly on a, 
pour un point / invariablement lié à la figure mobile, la normale I à sa sur- 
face trajectoire [/]. Reprenons [/] et faisons abstraction de [e]; le point i se 
déplace sur une nouvelle surface trajectoire [i'] qui donne lieu à une nor- 
male r. 

Le plan (I, I') est alors le plan normal à la ligne trajectoire (/) décrite 
par le point i lorsque les cinq points donnés restent sur leurs surfaces tra- 
jectoires. 

Exemple relatif an déplacement d'une figure mobile de grandeur ya- 
riable (*). — Dans l'espace comme sur le plan, on peut arriver facilement 



(') PiCART, Nouvelle théorie du déplacement continu d'un corps solide {Nouvelles 
Annales de Mathématiques^ 3* série, l. VI, p. i58). 

DuRRANDE, Essai sur le déplacement d'une figure de forme 'variable {AnniUes seienti" 
fiques de l'École Normale supérieure, i* série, l. H, 1873); Étude de l'accéléraiion 
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au cas de la figure de grandeur variable en utilisant les propriétés relatives 
à une figure de grandeur invariable. Je vais en montrer un exemple : 

Déterminer l'expression de la variation de longueur d 'un segment d'une 
droite mobile dans l'espace. — La droite mobile G ( fig, 167 ) se déplace en 
restant tangente à trois surfaces données (L), (M), (N); elle est limitée en 
a et ^ à deux surfaces [a], [A] : on demande la variation de longueur de 
ab pour un déplacement infiniment petit de G. 

Les normales aux trois surfaces (L), (M), (N) issues des points de con- 



Fig. 157. 
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tact de G avec ces surfaces définissent le paraboloîde des normales à la 
surface (G) engendrée par G pendant son déplacement. 

Menons à partir de a la normtile A à [a]. Cette droite rencontre ce para- 
boloîde des normales en un point. La génératrice A de ce paraboloîde qui 
passe par ce point est Taxe de rotation instantané qui permet d'amener G 
dans sa position infiniment voisine, le point a restant sur [a]. 



dans le déplacement d' un système de forme 'variable {Annales scientifiques de l'École 
Normale supérieure^ a* gérie, t. III, 1874 ). 
DiRiCBLET, Recherches sur un problème d'Hydrodynamique {Journal de Borchardt^ 

t.LVllI). 
Brioschi, Développements relatifs aux recherches de Dirichlet {Journal de Rorchardt, 

t. LIX). 

TboH80!( et Tait» Philosophie naturelle. 

Belthahi, Sur les principes fondamentaux de l* Hydrodynamique rationnelle {Mé' 
moires de V Académie de Bologne, 1872- 1874). 

JoGKorsKT, Cinématique d'un corps liquide {Bulletin de la Société mathématique de 
Moscou, t. VIII, 1876). 

Létt, Sur la composition des accélérations d* ordre quelconque et sur un problème 
plus général que celui de la composition des mouvements { Comptes rendus des séances 
de l'Académie des Sciences, 29 avril 1878). 

G. FoDlET, Sur le mouvement d*un corps qui se déplace et se déforme en restant ho^ 
mothétique à lui-même {Comptes rendus des séances de l' Académie des Sciences^ 
3 février 1879). 
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Menons la perpendiculaire commune à G et A; elle rencontre G au 
point c, qui est le point central de (G), et A en un point que nous désigne- 
rons par a. 

De même, en considérant le point b^ nous avons de la même manière 
une droite A'. Cette droite rencontre à angle droit la perpendiculaire com- 
mune à G et A, en un point que nous désignerons par |3. 

Après le déplacement infiniment petit de G tournant autour de A, cette 
droite vient en Gi ; le point central c vient en Cj sur Gi. 

De même, on peut faire tourner G autour de A' pour l'amener à coïn- 
cider avec Gj ; le point c vient alors en Cj. 

La variation de longueur de ab est le segment infiniment petit c^c^. 

Pour évaluer ce segment, abaissons du point c une perpendiculaire cp 
sur G]. 

On a 

c^p z= ce j sin pcc^. 

Mais les angles /7CC| etpce^ sont respectivement égaux aux angles (G, A) 
et (G, A' ), et l'on a, comme il est facile de le voir, 



rr, = OOL —. — r-= — -: » 



f/y 

sin(G^ A) 

CCm r=r o S ) 

' ^sin{G, A')' 

en désignant par dy Tangle (G, Gi). 

On obtient donc 

c^p z=z oa.fiy, 

CiP = o^,dy, 
d'où 

Telle est la formule, complètement analogue à la formule (i], que 
nous avons trouvée (p. 2o3j pour le déplacement plan, et qui donne la 
variation de longueur d*un segment de droite dans l'espace. 



■■>•■ 
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VINGTIÈME LEÇON. 

NORMALIES. -COURBURE DES SURFACES 

(APPL. DE GÉOU. CINÉM.). 

Théorème sur les normalies. — Courbure des surfeices. — Théorème de Measnier. 
Construction du rayon de courbure d'une section normale. — Relation d'EuIer. 



Sc?PLÉ]iEiiT. — Sur les normales infiniment voisines autour d'un point. — Construction 

directe du rayon de courbure d'une section oblique. 



J'appelle normalie le lieu des normales à une surface issues de 
tous les points d'une courbe tracée sur cette surface. Cette courbe 
est la directrice de la normalie. 

Lemme. — A partir d'un point a sur une surface (S), il existe 
une courbe M telle, que les normales à [S) issues des points de 
cette cout^be rencontrent la normale A de la surface (S) au 
point «. 

Du point a comme centre {fig» i58), décrivons une sphère. La 
ligne d'intersection de cette sphère et de la surface (S) est une 




certaine courbe C. Les distances des points de cette courbe au 
plan (T), tangent à (S) en a, sont inégales , car, si elles étaient 
égales, cette courbe C serait plane ; ce serait alors une circonfé* 

18 
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rence de cercle, et, en général, la section d'une surface (S) par 
une sphère n'est pas une circonférence de cercle. Puisque les points 
de la courbe C sont inégalement distants du plan (T), l'un de ces 
points est à une distance maxima de ce plan tangent. Appelons m 
ce point. La distance du point m au plan (T) étant maxima, la tan- 
gente en m à C est parallèle à ce plan tangent. 

Le plan normal à C en m est perpendiculaire à (ï), et contient 
la normale à la sphère, par conséquent le point a, centre de cette 
sphère. Ce plan contient donc A; donc la normale (S), qui est 
dans ce plan, rencontre A. 

Pour différentes sphères décrites du point a comme centre, nous 
avons des courbes telles que C, et sur chacune de ces courbes un 
point tel que ni faisant partie d'une courbe M; c'est la courbe 
dont il fallait établir l'existence. 

Théorème sur les normalies. — Prenons une Ggure mobile de 
forme invariable, assujettie pendant son déplacement à avoir l'un 

Fig. 159. 




de ses points e [Jig* iSp) sur une surface [e], tandis que trois autres 
de ses points «, i, c restent sur une même surface (S). Chacun 
des points de cette figure décrit alors sa surface trajectoire. 

Si 6 et c sont infiniment voisins de a, les droites aby ac sont 
tangentes à (S) et déterminent le plan (T) tangent à cette surface 
en a. On peut alors définir les déplacements de la figure en disant 
qu'elle est assujettie à avoir l'un de ses points e sur une surface [e], 
tandis qu'un de ses plans (T) reste tangent à (S), constamment 
au même point a de ce plan : les points de la figure mobile dé- 
crivent toujours des surfaces trajectoires. 
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Les normales à ces surfaces, pour une position de la figure, ren- 
contrent les axes D, A, relatifs à tous les déplacements qu'on peut 
imprimer à celte figure. On construit D et A, en employant la 
normale E à [e], la normale A à (S) en a et les normales B, C 
à (S) aux points i, c, infiniment \oisins de a. 

Mais les normales B et C sont différentes selon les positions pri- 
mitives de b et de c, et comme, malgré ces éléments variables, 
nous devons toujours arriver aux mêmes normales aux surfaces 
trajectoires décrites, nous sommes avertis que les normales à (S), 
infiniment voisines de A, doivent jouir d'une propriété commune. 

Pour trouver cette propriété, choisissons la position de i, de 
manière à pouvoir construire D et A. Nous n'avons pour cela qu'à 
prendre ce point sur une courbe M tracée sur (S) à partir de «, 
et défini comme il vient d'être dit dans le lemme, la position 
du point c étant prise arbitrairement. 

La normale B rencontre alors A; appelons y^ ce point de ren- 
contre : yi est le centre de courbure de la section faite dans (S) par 
le plan (A, B). 

La droite A, qui part du point y^ et qui rencontre C et E, est 
l'un des axes de rotation. L'autre axe D est la droite qui joint 
sur le plan (A, B) les traces des normales C, E. Ces deux droites 
D, A rencontrent, en effet, les quatre normales A, B, C, E. 

Faisons remarquer que l'axe A, qui rencontre les normales infi- 
niment voisines A, C, est tangent en y^ à une normalie à (S) dont 
la directrice a pour tangente «c, et que l'axe D, qui rencontre A 
en y2 et la normale B, est tangent en ya à une normalie dont la 
directrice a pour tangente ab. 

Pendant les déplacements infiniment petits de la figure à partir 
de sa position, la normale A, lice invariablement au plan (T), en- 
gendre des normalies à (S), et les points yi, ya de A décrivent 
toujours les mêmes éléments de lignes trajectoires. Les plans dé- 
terminés par A et par ces éléments sont tangents à ces normalies; 
donc, toutes les normalies engendrées par A ont les mêmes plans 
tangents aux points yi , y2« 

Parmi ces normalies, il y a celles dont nous venons de parler, et 
auxquelles les axes D, A sont respectivement tangents en yi, ya; 
donc les plans (A, D), (A, A) sont les plans tangents communs 
aux normalies décrites par A. 
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Puisque y^ tourne autour de A seulement, l'élément décrit par 
ce point est perpendiculaire au plan (A, A); le plan (A, D), qui 
contient cet élément, est alors perpendiculaire au plan (A, A); 
donc, les plans tangents communs aux normalies décrites par A 
sont perpendiculaires entre eux. 

Nous arrivons ainsi au théorème suivant : 

Si, à partir d'un point a sur une surface (S), on trace des 
courbes quelconques, les normalies à (S), qui ont ces courbes 
pour directrices y sont tangentes entre elles en deux points de la 
normale A à (S), qui est issue du point a. Les plans tangents en. 
ces points sont rectangulaires. 

Remarque. — En tournant infîniment peu autour de D seule^ 
ment, A engendre un élément du plan (A, A). Le point ya est l^ 
centre de courbure de la section faite dans (S) par ce plan. La 
tangente en a à cette section est la tangente à une autre brancHe 
de la courbe M; nous voyons ainsi que M a deux branches qui se 
rencontrent en a k angle droît. 
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Théorème de Heusnier. — Nous allons ramener Fétude de la 
courbure des sections faites dans une surface par des plans menés 
par un point, et obliques par rapport au plan tangent en ce point, à 
l'étude des courbures des sections normales, en démontrant le théo- 
rème de Meusnier ( * ) : 

Si, par une tangente atena à une surface [S), on mène un plan 
normal à cette surface et un plan oblique, le centre de courbure 
de la section faite dans (S) par ce plan oblique est la projection 



{ ' ) Mémoire sur la courbure des surfaces (Recueil des Sapants étratigtrs, t. X, i;^;' 
et Hacoette, Éléments de Géométrie à trois dimensions. 
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du centre de courbure de la section faite dans ( S ) par le plan 
normal. 

Etablissons d*abord un lemme : Un plan mobile passe successi- 
ventent par les génératrices d'une surface réglée i pour une posi^ 
tion quelconque de ce plan , sa caractéristique passe par le point 
où il touche la surface réglée. 

(P) est le plan mobile {fig» i6o); il passe par la génératrice G 
de la surface (G). Après un déplacement infiniment petit, ce plan 
vient en (P|) et contient la génératrice G|, infiniment voisine de G; 
la droite d'intersection de ces deux plans, c'est-à-dire la caracté- 
ristique de (P), rencontre donc G et Gij elle est alors tangente à la 
surface (G), et le point où elle rencontre G est le point de contact 
du plan mobile (P) avec (G). 




Démontrons maintenant le théorème de Meusnier. 

Appliquons le théorème relatif aux. normalies en prenant cette 
fois non plus des courbes quelconques tracées à partir du point a 
sur (S), mais des courbes tangentes à at {fig* i6i ). Puisque toutes 
les normalies dont les directrices passent par a sont tangentes entre 
elles aux points y\ et y^ situés sur la normale Â , celles qui auront 
pour directrices des courbes tangentes entre elles en a seront, en 
outre, tangentes entre elles en ce point a\ leur plan tangent com- 
mun en a est le plan de la normale A et de la tangente commune at 
à leurs courbes directrices. Ces normalies ont donc les mêmes 
plans tangents au point a, au point yi et au point ^2» par suite, 
elles se raccordent. 

Prenons Tune d'elles, celle qui a pour directrice une courbe G; 
menons au point a le plan normal à cette courbe. Menons de 
même à C un plan normal passant par le point a', qui est, sur G, 
infiniment voisin de a. Ces deux plans normaux se coupent suivant 
Taxe de courbure de C, et cette droite est la caractéristique du 
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plan normal en a à la courbe C, lorsqu'on déplace ce plan en le 
laissant normal à cette courbe. D'après le lemme, celte caracté- 
ristique passe par le point où ce plan normal touche la normalie 
dont la directrice est C, car ce plan, supposé mobile en restant 
normal à la courbe C, contient constamment une normale de la 
surface (S), c'est-à-dire une génératrice de la normalie. Ce plan 
normal, qui a pour caractéristique Taxe de courbure de C, touche 
la normalie, dont C est la directrice, au point /, et l'axe de cour- 
bure doit alors passer par ce point /. 

Prenons une courbe C, tangente en a à la droite af , et répétons, 
le même raisonnement : nous trouvons que l'axe de courbure de 




passe par le point où le plan normal en a à C touche la normale 
à (S) dont cette courbe est la directrice. Mais cette normalie se rac- 
corde avec celle qui a pour directrice C ; le plan normal commun à C 
et C touche alors ces normalies au même point /. Nous voyons donc 
que toutes les courbes tracées sur la surface à partir du point a et 
tangentes entre elles en ce point ont pour axes de courbure des 
droites passant par le même point l. L'axe de courbure d'une 
courbe étant la perpendiculaire à son plan osculateur élevée du 
centre de courbure de cette courbe, nous obtiendrons donc les 
centres de courbure des directrices de nos normalies en projetant 
le même point l sur les plans osculateurs de ces courbes, c'est- 
à-dire sur des plans qui passent par la tangente commune at. 

Prenons comme directrice d'une normalie la courbe qui résulte 
de l'intersection de la surface (S) par le plan normal à cette sur- 
face mené par at ; nous aurons le centre de courbure de cette 
courbe en projetant le point / sur son plan; mais le point /est à 
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lui-même sa projection; donc le point / est le centre de courbure 
de la section faite dans (S) par le plan normal qui contient at. En 
rapprochant cela des résultats précédents, on voit que le théorème 
de Meusnier, énoncé comme nous l'avons fait d'abord, est démontré. 
Le plan normal commun à toutes les courbes tracées sur la sur- 
face (S) à partir du point a est tangent aux normalies, dont ces 
courbes sont les directrices, au même point /, qui est le centre de 
courbure de la section normale à (S) tangente à ces courbes direc- 
trices. Si Ton fait tourner de 90° ce plan normal autour de A, il 
devient le plan normal à (S) qui contient af, et nous avons alors 
ce théorème : 

• 

Si l'on considère une normalie qui a pour directrice une 
courbe C tracée jur (S), le plan normal « (S), tangent en a à C^ 
est normal à la normalie dont cette courbe est la directrice, au 
centre de courbure de la section qu'il détermine dans la sur- 
face (S). 

Construction du rayon de courbure d'une section normale. — 
Nous allons employer ce théorème pour arriver à la relation qui 
existe entre les rayons de courbure des sections normales à une 
surface (S) autour d'un pointa. 

Prenons {fig> 162) pour plan vertical de projection le plan noi^ 
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mal en a à la directrice d'une normalie à (S), et pour plan hori- 
zontal de projection le plan (T) tangent à (S) en a. 

C est la projection horizontale de la directrice de la normalie, 
A est la normale à la surface (S), yi et ys sont sur A les points de 
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D'après ce que nous venons de dire, le point /, où cette droite 
rencontre A, est la projection verticale de la génératrice du premier 
système, qui est perpendiculaire au plan vertical; le point l est 
alors le centre de courbure de la section faite dans ( S ) par le 
plan normal Aat, 

Lorsqu'on fait tourner le plan de la section normale autour de A, 
Tangle y, qu'elle fait avec le plan normal à (S) qui contient Fi, 
est le seul élément qui varie. On a alors les rayons de courbure 
des différentes sections normales autour du point a, en faisant 
tourner le triangle rectangle C| ac^ autour du point a; les hypoté- 
nuses telles que C| Cj rencontrent la normale A en des points dont 
les distances au point a sont les rayons de courbure pour ces diffé- 
rentes sections normales. 

On voit par cette construction que les centres de courbure des 
sections normales sont situés entre les points yi et 72- Les rayons 
de courbure sont tous plus petits que a/i et plus grands que ay2« 

Les deux rayons de courbure ayi, ay^ sont appelés rayons de 
courbure principaux de (S) pour le point a. Les plans normaux 
à (S), dont les sections ont pour rayons de courbure ay^, nya, 
sont les plans des sections principales de (S) en a. Les centres de 
courbure yj, y 2 sont appelés centres de courbure principaux. 

La construction qui donne le rayon de courbure d'une section 
normale peut maintenant être énoncée ainsi : 




On a {Jig. i63) /a normale A, les centres de courbure princi- 
paux 7o 72 ^' les perpendiculaires à A issues de ces points. On 
mène à partir du point a la droite ac^ faisant avec A l'angle (f 
que le plan de la section normale, dont on cherche le rayon de 
courbure, fait avec le plan de la section principale dont le centre 
de courbure est y^. On élève au point a la perpendiculaire ac2 à 
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En 



divisant par le produit aC| X ac^ X aly il vient 



1 sino C0S9 
al ac» act 



(il est le rayon de courbure p de la section normale ; ac2 est égal 

R R 

à ~A- 9 aCi est égal à — - • Nous avons donc la relation 



sm 



? 



ces 7 
I sin*9> ces* y 



Ri 



Ri 



Cette relation y qui permet de déterminer le rayon de courbure 
d'aune section normale, connaissant les rayons de courbure princi- 
paux R|, Ra et l'angle <f que cette section normale fait avec le plan 
cle la section principale dont le rayon de courbure est R|, est dési- 
gnée sous le nom de relation d'Euler (* ). 



SUPPLÉMENT A LA TIH6TIÊME LEQOH. 

Sur les normales infiniment voisines antonr d'un point. — Ces normales 
sont dans les positions que prend la normale A à [ S ] en a [Jig. i64)i lorsque 

Fig. 164. 




^^) Recherches sur la courbure des surfaces {Mémoires de V Académie de Berlin, 

•760). 
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cette droite est entraînée avec le plan (T), tangent à (S) au point a^ qae 
Ton déplace, à partir de sa première position, de toutes les manières en le 
laissant tangent à (S). 

Tous ces déplacements peuvent être obtenus au moyen de deux axes 
simultanés de rotation D, A que nous prenons perpendiculairement à Â. 

La droite A, issue du centre de courbure principal y^, est d;msle plan de 
la section principale qui est tangent en ce point à toutes les normalies à (S), 
dont les directrices partent de a. La droite D, issue de y,, est dans le plan 
de Tautre section principale. 

En tournant autour de D, la normale A vient prendre la position q''/i; 
puis, en tournant autour de A, cette droite vient en q'p'^i, 

Nous désignons par A^ cette nouvelle position de A. La droite Ai est 
normale en e/j à (S); sa projection sur (T) est qpai» 

Appelons a» l'angle que fait aui avec ax, trace sur (T) du plan de la sec- 
tion principale qui contient D. On a, au moyen des triangles semblables 

Vi7'7i> 7t^^f 

y,q' R,-R, 



d'où 



de même on a 



aa^ sin&) R^ 



, aa^ sinufRf — R») 

7.î = s; 



, tfa, cosfijfRi — R,) 

''•''= r; 



Expression de l 'angle da compris entre les normales infiniment \msin 

A er Aj. — La tangente de cet angle est égale à :^ -^-^ • On a alors, < 

Ri— R, 

employant les valeurs de 7, y' et de yj/?', 

pq — * /cos*w sln*w\ 

d(r ou ir:: aa* I — -— ! r-r- 1 * 

(Ri-tt,)- '\ RJ RJ ) 

En désignant aa^ par ds^ il vient 



/oos'w sin*6> 

'/- = '^Y "RJ" "^ "rT 



Expression de l'angle dO que /ait Ai avec le plan (Ai^^i). — La 
gente de cet angle est égale à la distance du point />' à ce plan normal di'^i* 
sée par R,. 



COURBURE DES SURFACES. 285 

Comme la distance du point p' au plan (Ai^^i] est égale à y^/^'sinu, 

on a 

^/7, sinMCoscjf R| — R.) , . / i i \ 

rf0 = —- --— ^ — ■ zziÉ^^sinwcosw " -— )• 

RiRî \Ri Hi/ 

Cette formule est due a M. Bertrand (*], qui en a déduit un théorème 
qu'il énonce ainsi : 

« Si en un point A, pris sur une surface ^ on mène une normale AZ, puis 
» que par le point A on fasse passer sur la surface deux lignes perpendicu- 
» laires sur lesquelles on prenne des longueurs infiniment petites égales AB, 
» AC, la normale au point ^fera avec le plan ZAB un angle égal à celui 
» que la normale au point C forme avec le plan ZAC ; j'ajouterai que les 
» deux normales seront toutes deux dans l 'intérieur de l 'angle dièdre BAC 
» ou toutes deux en dehors de cet angle, » 

On peut aussi démontrer ce théorème en faisant usage de \'Af!g* 164 et 
sans employer l'expression de dO. 

Remarque. — La normale A, dans toutes ses positions infiniment voisines, 
rencontre D et A. Nous serions arrivés à un résultat analogue avec d'autres 
axes simultanés de rotation. Il est bien clair pourtant que les normales à (S), 
infiniment voisines de A, ne rencontrent pas toutes les droites tracées à 
partir xie 71 et y, dans les plans des sections principales, et qu'on peut 
prendre par couples comme axes de rotation. C'est qu'il ne faut pas oublier 
que nous n'avons conservé dans ce qui précède que les infiniment petits du 
premier ordre. 

On voit par là comment il faut comprendre ce théorème dû à Sturm ( * ) : 
les normales infiniment voisines de A rencontrent D, A. 

Constraction directe dn centre de coarbure d'une section oblique. -~ 

Connaissant les centres de courbure principaux yi, «y, et les plans des sec- 
tions principales de (S) }-elatifs au point a, construire directement le centre 
de courbure de la section E faite dans (S) par un plan quelconque (P) 
mené par la tangente at a cette surface ( ' ). 

Prenons la normalie à (S), qui a £ pour directrice. Le contour apparent 
de cette normalie sur le plan (P) est la développée de E. Le centre de 



(*) Journal de Mathématiques de Liouville, V série, l. IX, p. i33; i844» 
(*) Mémoire sur la théorie de la vision {^Comptes rendus des séances de l'Académie 
des Sciences, 184 5). 
(') Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 6 avril 1874* 
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courbure c que nous cherchons est, sur la normale at menée à partir de a, 
la projection sur (P) du point ou le plan normal en a à £ touche la 
normalie. 

Pour le construire, prenons, le long de la normale A à ( S } au point a, un 
paraboloide de raccordement de la normalie. Choisissons celui qui a pour 
plan directeur le plan mené par at perpendiculairement à (P). 

Nous connaissons les plans tangents à la normalie en a, 71, 7,. Nous pou- 
vons alors construire les directrices de notre paraboloide : ces droites sont at 
et les intersections des plans des sections principales de (S) avec des plans 
menés des points 71, 72 parallèlement au plan directeur. 

Au moyen de ces directrices, nous construisons une génératrice du même 
système que A. La projection de cette droite sur (P) coupe ^ic au point c 
demandé, parce que toutes les génératrices du paraboloide du même sys- 
tème que A se projettent suivant des droites passant par un même point, 
et que pour A et la génératrice qui lui est infiniment voisine le point de ren^ 
contre des projections de ces droites est le point c. 
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VINGT ET UNIÈME LEÇON. 

COURBURE DES SURFACES (suite). 

Indicatrice elliptique, ombilic. — Indicatrice hyperbolique. — Tangentes à la section 
faite dans une surface à courbures opposées par l'un de ses plans tangents. — Tan- 
gentes à la courbe d'intersection de deux surfaces tangentes entre elles. — Autre 
démonstration du théorème de Meusnier. — Indicatrice parabolique. — Lignes do 
courbure d'une surface. — Li(;nes de courbure d'une surface de révolution. — 
Surfaces osculatrices. — Surfaces du second degré osculatrices. — Hyporboloîde 
osculateur. — Surface du second ordre do révolution osculatrice d'une surface de 
révolution le long d'un parallèle. 



Supplément. - Théorème sur les norroalies. 



Indicatrice elliptique. — Reprenons la relation d'Euler : 

I cos' <p sin' 9> 



Ecrivons 

-2 —2 — j 

en portant ces valeurs dans la relation précédente et supprimant 
le facteur )., il vient 

I cos'ç sin*^ 

d a b 

équation en coordonnées polaires d'une ellipse dont les demi-axes 
sont a et b; d est le rayon vecteur : par conséquent, c'est un demi- 
diamètre de cette ellipse. 

Construisons cette courbe {Jig. i65) sur le plan (T) tangent 
à la surface (S) de façon que son centre soit au point de contact a 
de ce plan tangent et que son demi-grand axe soit dans le plan de 
la section principale dont le rayon de courbure est R| ; l'autre axe 
est alors sur (T) la trace du plan de la section principale dont le 
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rayon de courbure estR2. Si, par la normale au point a à (S), nous 
menons un plan faisant un angle cp avec le plan de la section prin- 
cipale donnant lieu au rayon de courbure R|, sa trace est sur (T) 
un diamètre de rellipse, et la longueur de la moitié de ce dia- 
mètre est donnée par Téquation (2). 

Ainsi, les sections normales de la surface ( S) au point a ont des 
rajons de courbure proportionnels aux carrés des diamètres d'une 
conique. 

C'est pour cette raison que Dupin, à qui Ton doit l'emploi de 
celte courbe, Ta désignée sous le nom d'indicatrice (*). 

Lorsque les centres de courbure principaux y^ et y^ sont d'un 
même côté par rapport au plan tangent (T), l'indicatrice est une 
ellipse ; la surface est convexe autour du point a. 

Fig. i65. 
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Dans le cas particulier où pour un point de (S) les centres de 
courbure principaux coïncident, R| est égal à Rj, et la relation 
d*Euler montre que, pour une section normale quelconque en ce 
point, le rayon de courbure est égal à Ri; on a alors sur la sur- 
face (S) un point tel, que toutes les sections normales faites dans la 
surface en ce point ont des rayons de courbure égaux ; Tindicatrice 
est une circonférence de cercle, et le point est un ombilic. 

Indicatrice hyperbolique. — Si les centres de courbure princi- 
j>aux sont de cotés différents par rapport au plan tangent, les 
rayons de courbure principaux sont de signes contraires et la re- 
lation d'Euler devient 



I ces'» sin'9 



/> Ri H 



s 



('; Developpemtetus de Géoméirie, p. 48 et troisième 
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l'indicatrice est une hyperbole, la surface traverse le plan tangent, 
et l'on dit qu'elle est à courbures opposées. 

Les plans menés par les asymptotes de l'indicatrice déterminent, 
dans la surface, des sections ayant un rayon de courbure infîni; 
par conséquent, pour ces sections, le point a est un point d'in- 
flexion et la tangente en a est osculatrice. Cette droite est aussi 
une tangente osculatrice de la surface, et, comme il y a au point a 
deux asymptotes de l'indicatrice , nous voyons qu'e/x un point a 
d'une surface à courbures opposées il y a deux tangentes oscu" 
latrices. 

Tangentes à la section faite dans une surface à courbures 
opposées par l'un de ses plans tangents. — Nous venons de dire 
que la surface traverse son plan tangent. Soit G (fig* 1 66) la courbe 

Fi(j. 166. 




d'intersection de la surface et de son plan tangent (T). Menons 
par le point a un plan; sa trace sur le plan (T) est une certaine 
droite contenant le point a et rencontrant la courbe C en m; la 
section faite dans la surface par ce plan est une courbe tangente en a 
à la droite am et qui passe parle point m. Lorsqu'on fait tourner ce 
plan autour du point a de façon que le point m se rapproche infini- 
ment du point a, la section qu'il détermine dans la surface devient 
une courbe E tangente en a à sa trace sur (T) et qui contient un 
point de C, infiniment voisin du point a, c'est-à-dire que cette 
trace est une tangente osculatrice de la courbe E, et par suite de la 
surface. 

Ainsi, la section faite dans la surface (S) par son plan tangent 
a pour tangente au pointa une tangente osculatrice de (S), et, 
comme il y a deux tangentes osculatrices au point a, la courbe d'in- 
tersection C tangente à ces deux droites présente au point a un 
point double. Nous dirons donc : La section faite dans une sur^ 
fax:e à courbures opposées par son plan tangent en a est une 
courbe qui a un point double au point a, et les tangentes en ce 

«9 
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point aux deux brandies de la courbe sont les asymptotes de Vin-- 
dicatrice pour ce point a. 

On peut suivre les variations de forme des différentes sections 
normales autour du point a de la manière suivante. 

Soit [Jig- 167) sur le plan tangent en a la trace de la surface à 
courbures opposées ; indiquons par le signe -j- les parties de cette 
surface qui sont d'un côté du plan tangent et par le signe — les 
parties de la surface qui sont de Tautre côté du plan tangent. Me- 

Fig. 167. 



nons un plan dont la trace est une droite passant par le point a; 
si cette droite est dans la région marquée par le signe -h, elle se 
prolonge de l'autre côté dans la région marquée par le signe -f- , 
c'est-à-dire que la courbe d'intersection de la surface par ce plan 
est située tout entière d'un seul côté du plan tangent; de même, 
si nous traçons une droite dont les deux parties sont dans les 
régions marquées par le signe — , cette droite est la trace d'un plan 
qui coupe la surface suivant une courbe située tout entière d'un 
même côté du plan tangent. 

Menons le plan sécant tangentiellement en ak l'une des branches 
de la trace de la surface sur son plan tangent, c'est-à-dire conte- 
nant une droite passant de la région marquée du signe — dans la 
région marquée du signe -f- ou réciproquement. Considérons une 
partie de la section qu'il détermine située d'un côté du plan tan- 
gent et la tangente correspondante issue du point a, l'autre partie 
de cette droite est tangente à la portion de la section qui est de 
l'autre côté du plan tangent, et cette section présente au point a 
un point d'inflexion. 

La section faite dans une surface par un plan contenant une 
asymptote de l'indicatrice, et qui n'est pas le plan tangent de la 
surface, est une courbe osculatrice de cette asymptote. Cette 
propriété se généralise si, au lieu de considérer la section d'une 
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surface par son plan tangent, on considère la courbe d^intersection 
de deux surfaces tangentes entre elles. 

Tangentes à la courbe d^intersection de deux surfaces tan- 
gentes entre elles. — Deux surfaces se touchent au point a ; la 
courbe d'intersection de ces deux surfaces est G. Menons un plan 
sécant par le point a ; il coupe chacune des surfaces suivant une 
courbe passant par le point m, où ce plan sécant rencontre G, 
et ces deux courbes d'intersection sont tangentes entre elles au 
point a. Lorsque le plan sécant a tourné de façon à contenir la 
tangente au point a à G, le point m vient se confondre avec a, et les 
deux courbes d'intersection des surfaces par ce plan ont en a même 
rayon de courbure. Traçons, sur le plan (T) qui est tangent en a 
aux deux surfaces, les indicatrices de chacune de ces surfaces, le 
plan sécant, qui a été mené par la tangente en a à G, a pour trace 
sur (T) une droite qui doit alors passer par l'un des points de ren- 
contre de ces indicatrices, supposées construites avec le même pa- 
ramètre X. Mais les indicatrices des deux surfaces sont des coniques 
concentriques, qui se coupent en quatre points symétriques deux à 
deux par rapport à leur centre ; donc les deux diamètres qui con- 
tiennent ces quatre points sont les tangentes aux deux branches 
de la courbe d'intersection des deux surfaces tangentes entre 
elles. 

Autre démonstration du théorème de Heusnier ('). — Prenons 
sur une surface (S), à partir d'un pointa, une courbe G. Gonstrui- 
sons une sphère tangente à (S) au point a et passant par le point a^ 
situé sur G et infiniment voisin du point a, La surface (S) et 
cette sphère se coupent suivant une courbe dont une des tangentes 
est la droite aa^t. Un plan mené par cette tangente at coupe la 
surface (S) et la sphère suivant des courbes ayant en a même rayon 
de courbure. La section faite dans la sphère par ce plan est alors 
le cercle de courbure de la section qu'il détermine dans (S), et, 
comme ceci est vrai quel que soit le plan mené par at^ pourvu 
que ce ne soit pas le plan tangent en a à (S), nous voyons que 



(')A l'occasion de cette démonstration, voir une Note de M. Moctard dans les 
applications d' Anal/se et de Géométrie du général Po:(CBLEt, t. Il, p. 363. 
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cette sphère est le lieu des cercles de courbure des sections Jaites 
dans (S) par des plans menés par la tangente at ( * ). 

En particulier, nous pouvons prendre le centre de courbure / de 
la section faite par un plan mené normalement à (S) par la tan- 
gente aty puis le centre de courbure d'une section oblique menée 
par cette même tangente aty et, comme les centres de courbure de 
ces deux sections sont Tun le point /, centre de la sphère, et Tautre 
le centre d'un petit cercle de cette sphère, nous voyons que ce 
dernier centre de courbure est la projection du point / sur le plan 
sécant, c'est-à-dire que nous retrouvons le théorème de Meusnier. 

Indicatrice parabolique. — Relativement aux différentes formes 
que peut avoir l'indicatrice, il nous reste à supposer que l'un des 
rayons de courbure principaux de (S) est infini. Si R2 est infini, 
la relation d'Euler devient 

T cos'^ 

et l'indicatrice correspondante se compose simplement de deux 
droites parallèles entre elles. 

Cette circonstance se présente pour les surfaces développables. 
Le plan normal qui contient une génératrice coupe la surface sui- 
vant cette génératrice, et, par conséquent, la section faite par ce 
plan normal est une ligne pour laquelle le rayon de courbure est 
infîni; l'indicatrice d'une surface déveluppable en un point est 
donc l'ensemble de deux droites parallèles à la génératrice qui 
passe par ce point. 

Lignes de courbure d'une surface. — M onge a donné le nom de 
ligne de courbure à une courbe tracée sur une surface (S) et telle, 
qu'en chacun de ses points sa tangente est l'un des axes de l'indi- 
catrice de (S) en ce point. Ces lignes donnent alors en chacun des 
points de (S) les directions de plus petite ou de plus grande cour- 
bure. 

Toute ligne de courbure est la directrice d'une normalie dévC' 
loppable, car, pour un point quelconque a de cette ligne, le plan 
tangent à cette normalie est Tun des plans de section principale 

(*) Dcpn, Déveiopptmemts de Géomtetrie, p. 38. 
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de (S), plan qui est aussi tangent à la normalie en Tun des centres 
de courbure principaux de ( S). La normalie est donc telle , que sur 
une quelconque de ses génératrices un même plan lui est tangent 
en deux points : elle est donc développable. 

Puisque, à partir d'un point a, il y a les deux axes de l'indicatrice 
qui se coupent à angle droit, il en résulte que sur toute surface il y a 
deux séries de lignes de courbure qui se rencontrent à angle droit. 

Lorsqu'on a un système de lignes de courbure, il est facile 
d'avoir les lignes de courbure de l'autre système ; il suffît de 
prendre les trajectoires orthogonales des lignes de courbure du 
premier système. 

Par exemple, pour une surface développable, les génératrices 
forment un premier système de lignes de courbure; les autres 
lignes de courbure sont les trajectoires orthogonales des généra- 
trices, c'est-à-dire des développantes de l'arête de rebroussement. 

Dans le cas particulier où la surface est conique, les géné- 
ratrices sont des lignes de courbure ; les autres lignes de courbure 
sont les trajectoires orthogonales de ces génératrices, et comme, 
après le développement du cône, ces trajectoires orthogonales des 
génératrices deviennent les trajectoires orthogonales de droites 
partant d'un même point, leurs transformées sont des circonfé- 
rences de cercle. Il résulte de là que les lignes de courbure d'une 
surface conique sont les intersections de cette surface avec des 
sphères dont le centre est au sommet de cette surface conique. 

Lignes de courbure d'une surface de révolution. — Cherchons 

les lignes de courbure d'une surface de révolution. 

Les normales à la surface de révolution issues de tous les points 
d'un méridien sont dans un môme plan; ce méridien est donc une 
ligne de courbure. Pour un point m de ce méridien {Jig* i68), 
l'un des centres de courbure principaux de la surface de révolution 
est le centre de courbure jtxi de cette ligne méridienne. Le parallèle 
de la surface qui passe par le point m est l'autre ligne de courbure. 
Les normales à la surface de révolution issues de chacun des 
points de ce parallèle forment, en effet, un cône de révolution; 
le sommet de ce cône est le point de rencontre jtxa des normales 
à la surface issues des points de ce parallèle; ce point de ren- 
contre fxa est donc l'autre centre de courbure principal. Le parallèle 
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a pour laDgcnle au point m une ligne perpendiculaire au plan mé- 
ridien qui passe par ce point; nous avons bien là deux lignes de 
courbure se rencontrant à aagle droit. On voit aussi que les points 
de l'axe de révolution de la surface sont des centres de courbure 
principaux. 

Fie. i68. 



^-<' \ 



La section normale à la surface de révolution, tangente en m au 
parallèle, a pour centre de courbure le point f*» situé sur l'âne de 
révolution, et en projetant ce point sur le plan du parallèle nous 
devons retrouver, d'après le théorème de Meusnier, le centre de ce 
parallèle. C'est ce qui arrive, puisque cette perpendiculaire est l'aip 
de révolution et que celte droite passe par le centre du parallèle. 

Prenons un point m' tel que le contre de courbure de la ligne 
méridienne ainsi que le point de rencontre de la normale en wj* *■! 
de l'axe de révolution soient d'un même côté de m': autour de 
ce point n^ la surface est convexe. Prenons un point m pour 
lequel la surface est à courbures opposées ; tandis qu'au point m' 
l'indicatrice est une ellipse, au point m l'indicatrice est une hy- 
perbole. Si nous suivons d'une manière continue l'arc de la 
ligne méridienne depuis le point m' jusqu'au point m, il y a un 
point à partir duquel l'indicatrice, qui était une ellipse, devient 
une hyperbole. Le passage d'un cas à l'autre a lieu au point m', 
qui est le point de contact d'une tangente à la ligne méridienne 
perpendiculaire à l'axe de révolution. En ce point m", l'un des 
rayons de courbure principaux est infini et l'indicatrice se com- 
pose de deux droites parallèles entre elles. 

Surfaces osculatrices. — Considérons deux surfaces, tangentes 
cuire elles en un point a, qui ont en ce point mêmes plans de sections 
principales et mêmes rayons de courbure principaux. En vertu du 
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théorème de Meusnler et de la relation d'Euler, un plan sécant 
mené par le point a détermine dans ces surfaces des courbes ayant 
au point a même rayon de courbure. Les sections faites dans ces 
deux surfaces par des plans menés par leur point de contact a sont 
donc des courbes osculatrices ; on dit alors que ces surfaces sont 
osculatrices. 
Etant donnée {fi g» 169) une surface (S), construire une sur face 

Fig. 169. 



du second degré qui lui soit osculatrice en a et dont un des som- 
mets soit en ce point. Prenons sur la normale en a à (S) un point o, 
et déterminons la surface du second ordre qui a ce point pour 
centre et qui a pour plans principaux les plans des sections princi- 
pales de la surface donnée, en même temps que cette surface a pour 
rayons de courbure principaux au point a les rayons de courbure 
principaux de la surface donnée. 

Puisque la section faite dans la surface du second ordre par le plan 
principal dont la trace est ap doit être une conique dont le sommet 
est au point a et dont le rayon de courbure doit être le rayon de 

courbure R| de la surface donnée, le demi-axe a de cette conique, 
parallèle à ap, doit être tel que l'on ait 



—2 
oa 



car nous avons vu que le rayon de courbure en un sommet d^une 
conique est égal au carré du demi-axe parallèle à la tangente au 
sommet que Ton considère, divisé par la longueur du demi-axe 
aboutissant à ce sommet. 

De même, le plan principal dont la trace est aç sur le plan tan- 
gent (T) doit couper la surface du second ordre suivant une conique 
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dont, Tun des axes étant oa, l'autre, i, doit être tel que Ton ait 

oa 

Nous avons alors les trois axes a, i et oa de la surface du se- 
cond ordre qui est osculatrice en a à la surface donnée. 

Le point o a été pris arbitrairement sur la normale en a. Lors- 
qu'il s'agit d'une surface convexe, nous devons le prendre d'un 
seul côté du plan tangent; quand la surface est à courbures oppo- 
sées, le point o peut être un point quelconque de la normale. On 
voit, dans tous les cas, qu'il y a une infinité de surfaces du 
second ordre osculatrices ^ (S) ayant pour sommet le point a. 

Si nous prenons pour centre de l'une de ces surfaces osculatrices 
un point situé à une distance du pointa égale à R| , l'autre demi-axe 
de la surface du second ordre, qui est dans le plan principal dont 
le rayon de courbure est R|, est lui-même égal à R|, et, par con- 
séquent, cette section principale est une circonférence de cercle et 
la surface du second ordre est de révolution. 

Comme nous pouvons répéter la même chose en plaçant le 
centre de la surface du second ordre à une distance du point a égale 
à Ro, nous voyons que, paiTni les surfaces du second ordre oscu- 
latrices à [S) en a, il y en a deux, qui ont ce point pour sommet, 
et qui sont de révolution. 

On peut remarquer aussi que la section faite dans l'une des sur- 
faces du second ordre osculatrices en a à (S) par un plan mené par 
son centre parallèlement au plan tangent en a est une conique 
semblable à l'indicatrice de la surface au point a. 

Dans les applications, on construit souvent l'indicatrice sur le 
plan langent en a en donnant pour axes à cette courbe les traces 
des plans des sections principales sur le plan tangent en a. On peut 
remarquer que, si l'on prend Rj pour demi-grand axe de cette indi- 
catrice, le demi-petit axe est égal à ^/Ri Ra- 

Hyperboloîde osculateur d'une surface réglée le long d'une 
génératrice. — Nous venons de voir qu'on peut construire des 
surfaces du second degré osculatrices à une surface donnée en un 
point donné; nous allons montrer (\aepour une surface réglée (G) 
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on peut déterminer un hjperboloïde osculateur tout le long d'une 
génératrice. 

Soit G une génératrice de (G) le long de laquelle nous nous 
proposons de déterminer un hyperboloïde osculateur, c'est-à-dire 
un hyperboloïde tel, qu'un plan sécant coupe la surface réglée 
donnée et cet hyperboloïde suivant des courbes ayant même rayon 
de courbure pour le point où le plan sécant rencontre la généra- 
trice G. 

Prenons une génératrice G' de la surface (G). Nous savons que 
par G', comme par une droite quelconque, nous pouvons con- 
struire un hyperboloïde de raccordement de (G) le long de la gé- 
nératrice G. En coupant la surface donnée et cet hyperboloïde par 
un plan, nous obtenons deux courbes tangentes entre elles au 
point a, oy le plan sécant rencontre la génératrice G, et ces deux 
courbes d'intersection ont en commun le point m, où le plan sécant 
rencontre la génératrice G/. Si maintenant nous supposons que G' 
soit infiniment voisine de G, ces deux courbes sont osculatrices au 
pointa; comme le plan sécant est arbitraire, l'hyperboloïde est 
alors osculateur. 

Menons le plan tangent en a à la surface (G). Ce plan coupe 
cette surface suivant une courbe et l'hyperboloïde suivant une 
droite qui est la tangente en a à cette courbe. Cette tangente est 
Tune des asymptotes de l'indicatrice de (G) en a\ l'autre asym- 
ptote est la génératrice G. On a donc V hyperboloïde osculateur de 
{G) le long de G en prenant l'hyperboloïde qui a pour directrices 
les asymptotes des indicatrices de (G) en trois points de G [*). 

Si la surface donnée est à plan directeur, on ne trouve plus un 
hyperboloïde, mais on détermine ainsi un paraboloïde osculateur. 

Surface du second ordre de révolution osculatrice d'une surface 
de révolution le long d'un parallèle. — Nous allons montrer que 
le long d'un parallèle d'une surface de révolution on peut déter- 
miner une surface osculatrice du second ordre ayant pour axe 
de réi^olution l'axe de révolution de la surface donnée. 

Prenons {fig* 170) un point m de la ligne méridienne de la sur- 

(') Cette construction, trouvée par M. Cuasles, lorsqu'il était élève à l'École Poly- 
technique, a été insérée par Hachette dans ses Éléments de Géométrie à trois dimen~ 
sionSf p. 86 ; 1817. 
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face donnée. Construisons pour le point m une conique osculatrice 
de la ligne méridienne ayant pour axe Taxe de révolution donné. 
Pour cela, du centre de courbure /x de la ligne méridienne, corres- 
pondant à m, abaissons sur Taxe de révolution la perpendicu- 
laire it.g\ à partir du point p où la normale m/x rencontre l'axe de 
révolution, élevons à cette normale la perpendiculaire pg. La 
droite mg rencontre l'axe de révolution au point o, et, d'après ce 

Fig. 170. 
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que nous avons trouvé (p. 176) pour la détermination du centre 
de courbure d'une conique, le point o est le centre de la conique 
demandée et op est la direction de l'un des axes de celte courbe. 
Cette conique a, avec la ligne méridienne, trois points communs 
infîniment voisins. Lorsqu'on la fait tourner autour de l'axe de 
révolution, elle engendre une surface du second ordre de révolu- 
tion qui a, avec la surface donnée, trois parallèles infiniment voi- 
sins communs. 

Coupons maintenant la surface donnée et cette surface du second 
ordre par un plan, les courbes d'intersection ont en commun les 
trois points infiniment voisins où ce plan rencontre ces trois pa- 
rallèles; par conséquent, ces deux courbes d'intersection sont oscu- 
la triées. Comme le plan sécant est arbitraire, nous voyons que 
nous avons bien une surface du second ordre de révolution oscu- 
latrice tout le long du parallèle décrit par le point m. 
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SUPPLÉMENT A LA TINftT ET UNIÈME LEQON. 

Théorème sur les normalies. — Nous avons démontre que les normalies 
à une surface (S), dont les directrices sont des courbes tracées sur cette 
surface à partir d*un point a, sont tangentes entre elles aux centres de cour- 
bure principaux 7|, 7^ situes sur la normale A à (S) en a. Supposons que 
les directrices de ces normalies passent en outre par un point h de (S). 
Les normalies correspondantes ont alors en commun les normales A, B 
à (S), qui sont issues des points a et b. Coupons ces normalies par un plan 
arbitraire mené par le point y^. On obtient des sections tangentes entre 
elles en ce point et qui passent par le point h\ où ce plan sécant rencontre 
la normale B. Si le point h est infiniment voisin de a, le point h^ est infi- 
niment voisin de 71 et les courbes de section sont osculatrices entre elles au 
point 7|. Comme le plan sécant est arbitraire, on a alors ce théorème : 

Les normalies a une surface (S), dont les directrices sont des courbes 
tangentes entre elles en /z, sont osculatrices entre elles aux centres de cour^ 
bure principaux de [S] situés sur la normale A. en a. 

On voit de la même manière que, si les directrices des normalies à (S) 
ont un contact du /{**°^« ordre au point a, les sections faites dans les nor- 
malies correspondantes par des plans passant par les centres de courbure 
principaux, situés sur la normale A, sont des courbes ayant un contact de 
Tordre /i -h 1 (*). 

Puisque les normalies à (S), dont les directrices stmt tangentes entre 
elles en <z, sont osculatrices entre elles aux points 71, 72, les indicatrices 
ont en ces points les mêmes asymptotes. La normale A est une asymptote 
commune à ces deux indicatrices; les deux autres asymptotes sont des droites 
issues respectivement de 7^, 7,, et situées dans les plans des sections prin- 
cipales de (S). L'utilité de ces dernières droites ressort de Communications 
que j'ai faites à l'Académie des Sciences (' ). 



(') Cette propriété m'a été signalée par M. O. Bo^iret [Étude sur le déplace- 
ment, elc. {Journal de l'École Poljr technique, XLIIl* Cahier, p. ii4)]- 

(') ^ote à l'occasion de la Communication /aite par M. Ribaucour dans la séance 
du i5 mars 1875 {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 33 mars 
1 875) ; Démonstration géométrique d*une relation due à M, Laguerre (Jbid,, 6 mart 1876). 
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VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 

THÉORÈME DES TANGENTES CONJUGUÉES : CONSÉQUENCES 

ET APPLICATIONS. 

Lemme. — Droites de courbure. — Théorème des tangentes conjuguées. — Consé- 
quences du théorème des tangentes conjuguées. — Autre démonstration du théo- 
rème des tangentes conjuguées. — Rayon de courbure de la courbe de contour 
apparent d'une surface. — Ligne d*ombre ou de perspective sur les surfaces à 
courbures opposées. — Cône d'ombre. 



SopplAme!IT. — Lignes tracées sur une surface. — Développée d'une surface. — Théo- 
rèmes analogues au théprèmc de Meusnier. — Construire pour un point de la courbe 
d'intersection de deux surfaces : i" l'axe de courbure; 3** le centre de la sphère oscu- 
latrice. — Théorème de Dupin sur les surfaces orthogonales. — Détermination des 
centres de courbure principaux de la surface de l'onde (appL de Géom. ciném.). — 
Sur les ombilics de la surface de l'onde. 



Nous allons nous occuper d'un théorème important qui est dû 
à Dupin (*), et qu'on désigne sous le nom de théorème des tan- 
gentes conjuguées. 

Démontrons d'abord le lemme suivant : 

Lemme. — La tangente en un point a à la directnce d'une 
normalie à une surface ( S ) et la trace du plan central de cette 
normalie sur le plan tangent en a à (S) sont deux diamètres con- 
jugués de l'indicatrice de (S) en a. 

Prenons {Jig* 171) comme plans de projection un plan hori- 
zontal tangent en a à la surface (S) et pour plan vertical de pro- 
jection un plan parallèle au plan qui touche la normalie au point 
qui est à Tinfini sur la normale A à (S) en a; Il résulte de cette 
disposition des plans de projection que le plan central de la nor- 

(*) Développements de Géométrie, ip, 4'» 
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malie a pour trace la perpendiculaire ac, menée du point a à la 
ligne de terre. 

Par les centres de courbure principaux y^ et 72, situés sur la 
normale A, menons les normales communes aux normalies dont 
les directrices partent du point a sur la surface donnée; ces droites 
se projettent suivant Fi, n, , Fj, F'^. 

Nous allons prendre comme paraboloïde de raccordement à la 
normalie celui que Ton obtient en faisant tourner d'un angle droit 
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autour de A le paraboloïde des normales à cette surface. Ce parabo- 
loïde des normales a pour plans directeurs le plan horizontal de pro- 
jection et le plan central de la normalie. En tournant de 90** autour 
de A, ces plans directeurs deviennent, l'un le plan horizontal, qui 
n'a pas changé, et l'autre le plan tangent à l'infini à la normalie. 
Alors, le paraboloïde de raccordement a pour plans directeurs les 
deux plans de projection. La tangente en a à la courbe directrice 
de la normalie est une génératrice de ce paraboloïde. Pour déter- 
miner cette droite, cherchons la trace horizontale du paraboloïde 
de raccordement. 

Construisons d'abord la trace verticale de ce paraboloïde. C'est 
une droite, puisque le plan vertical est l'un de ses plans directeurs; 
nous n'avons alors qu'à déterminer les traces verticales de Fi et 
de Fa. 

Ces traces sont e'y d\ et la droite e'd' qui joint ces deux points 
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est la trace verticale du paraboloïde de raccordement. Le point g 

où cette droite rencontre la ligne de terre appartient à la trace 

horizontale de ce paraboloïde, et, comme cette trace passe par le 

point fl, ag est cette trace horizontale. D'après ce que nous venons 

de dire, ag est la tangente en a à la directrice de la normalie. 

On a 

— î 
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en appelant a et b les demi-axes de l'indicatrice au point a, qui 
passe par le point g. La droite gde est donc partagée par les axes 
de cette indicatrice en segments proportionnels aux carrés des 
demi-axes de celte courbe; cette droite est alors normale en g" à 
cette indicatrice. Par suite, la perpendiculaire ac à ge est parallèle 
à la tangente au point g à cette courbe ; donc ag et ac sont deux 
diamètres conjugués de l'indicatrice, et le lemme est démontré. 

Droites de courbure. — Avantd'appliquer ce résultat à la démons- 
tration du théorème des tangentes conjuguées, nous allons faire 
une remarque. 

Nous avons vu (p. 280) qu'une génératrice du paraboloïde 
des normales à une normalie à (S) se projette, sur le plan nor- 
mal en a à la directrice de cette normalie, suivant une droite 
qui rencontre la normale A au centre de courbure / de la sec- 
tion faite dans (S) par le plan mené par A tangentiellement 
à la directrice de la normalie. Cette même génératrice du pa- 
raboloïde des normales, projetée sur le plan tangent en a à (S), 
donne une droite parallèle à la trace du plan central de cette nor- 
malie, puisque ce plan central est un plan directeur du paraboloïde 
des normales. Mais nous venons devoir que la trace du plan central 
et la tangente à la directrice de la normalie sont deux diamètres 
conjugués de l'indicatrice; donc cette génératrice du paraboloïde 
des normales donne, par sa projection sur le plan tangent, la direc- 
tion conjuguée de la tangente à la courbe directrice de la normalie. 

Il résulte de laque les droites ( Fi , FJ, (r2, n,), normales com- 
munes à toutes les normalies, dont les directrices partent du pointa 
de la surface, permettent de déterminer, aussi bien que l'indica- 
trice, tout ce qui est relatif à la courbure de la surface autour du 
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point a ; c'est pour cette raison que je les appelle droites de cour-- 
bure. 

Voici comment on les emploie. On mène sur le plan tangent en a 
à (S) la normale an à une courbe E donnée sur (S). D'un point 
quelconque de cette normale on mène une droite G qui rencontre 
les droites de courbure relatives à a. La projection de G sur le plan 
normal en a à E rencontre la normale A au centre de courbure de 
la section faite dans (S) parle plan normal à cette surface, mené 
tangentleUement en a à E; la projection de G sur le plan tangent 
en a à (S) est la direction conjuguée de la tangente en a à E. 




Théorème des tangentes conjuguées. — Une courbe{a) [Jig. 17a) 
est tracée sur une surface ( S ) ; o/i mène au point a de cette courbe 
le plan tangent (T) à cette surface. La caractéristique de ce plan, 
que Von déplace de façon qu'il soit toujours tangent à (S) et que 
son point de contact reste sur la courbe (a), est une droite G, 
qui passe par le point a et qui forme avec la tangente en a à 
la courbe [a) un système de diamètres conjugués de l'indicatrice 
de (S) en a. 

Voyons d'abord pourquoi la caractéristique C passe par le 
point a. Les plans tangents à la surface (S) contiennent les tan- 
gentes à la courbe (a); ils passent alors par les génératrices de la 
surface développable formée par ces tangentes; la caractéristique 
du plan (T) passe donc par le point où ce plan est tangent à cette 
surface. Puisque le plan (T) n'est pas le plan osculateur de la 
courbe (a), il ne peut être considéré que comme étant tangent à la 
surface développable au point a ; donc C passe par ce point. 

Prenons sur (^) le point a^j Infiniment voisin de a^ et menons 
par les deux points a et a^ les normales A et A| à la surface (S). 
Les plans tangents à cette surface aux points a et a^ sont res- 
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pectivement perpendiculaires à ces normales; le plan (T) est 
perpendiculaire à A, le plan (T| ) est perpendiculaire à A| ; la 
droite d^ntersection de ces deux plans tangents est donc paral- 
lèle à la perpendiculaire commune à A et A|. Ainsi, la droite C 
est parallèle à la perpendiculaire commune aux deux normales A 
et A|. Le plan mené par A et par cette perpendiculaire com- 
mune a alors pour trace sur (T) la droite C, caractéristique 
de ce plan. Mais le plan mené par A et par cette perpendicu- 
laire commune est le plan central de la normalie dont la direc- 
trice est la courbe (a), et, d'après le lemme, la trace de ce plan est 
conjuguée de la tangente at à cette courbe directrice; donc C et la 
tangente at sont deux diamètres conjugués de Tindicatrice au 
point a. Le théorème de Dupin est ainsi démontré. 

Si nous traçons à partir du point a une courbe ( a!) tangente à la 
droite C, nous pouvons répéter pour cette courbe ce que nous 
venons de dire pour la courbe (a) ; nous trouverons que la carac- 
téristique du plan (T), lorsque son point de contact se déplace 
sur (a'), est la droite at. C'est pour cette raison que les deux 
droites at et C sont désignées sous le nom de tangentes conjuguées. 

Le théorème des tangentes conjuguées est extrêmement utile ; 
il donne lieu à de nombreuses conséquences. 

Conséquences du théorème des tangentes conjuguées. — Tra- 
çons sur une surface une courbe quelconque E, et menons à la sur- 
face des plans tangents aux différents points de celte courbe. L'enve- 
loppe de ces plans est la surface développable circonscrite à la surface 
donnée le long de la courbe E. D'après le théorème précédent, 
la génératrice G de cette surface, qui passe par le point a de E, 
et la tangente at en ce point à cette courbe sont deux diamètres 
conjugués de V indicatrice de la surface donnée pour le point a. 

Si, sur la génératrice G, nous prenons un point quelconque 
comme sommet d'un cône circonscrit à la surface donnée, la 
courbe de contact de ce cône et de la surface donnée est tangente 
au point a à la droite af , car la tangente en ce point à la courbe 
de contact du cône est conjuguée de la génératrice G. Par suite, 
quelle que soit la position du sommet du cône sur la tangente G, 
les courbes de contact de tous ces cônes sont tangentes entre elles 
au point a. 



CONSionSNCES DU THÉORÉHB DES TANGENTES CONJUGUÉES. 3o5 

Il résulte de là que la tangente eu un point d'une courbe 
d'ombre sur une surface est la tangente conjuguée du rayon lumi- 
oeux qui passe par ce point. 

Substituons à la surface donnée au point a une surface qui lui soit 
osculatrîce, ces deux surfaces ont en ce point même indicatrice; 
la direciion -conjuguée d'une tangente G en a est la même pour 
l'une ou l'autre de ces surfaces. Par conséquent, pour la recbercbe 
de la direction conjuguée d'une tangente à une surface en un 
point a, on peut substituer à cette surface une surface qui lui est 
osculatrîce en a. 

La construction, en un point, de la tangente conjuguée d'une tan- 
gente est très simple lorsque l'on connaît les asymptotes de l'indi- 
catrice pour ce point, puisque le diamètre conjugué d'un diamètre 
d'une hyperbole est le même, par rapport à la courbe ou par 
rapport aux asymptotes. Dans tous les cas, les constructions 
peuvent être faites sur les plans de projection par rapport aux pro- 
jections de l'indicatrice, parce qu'une conique et deux diamètres 
conjugués se projettent suivant une conique et deux diamètres 
conj ugués. 

De ce que nous venons de dire on peut conclure que, si deux 
surfaces géométriques se raccordent simplement le long d'une 
ligne, les lignes d'ombre ne se raccordent pas nécessairement. 
C'est ce que l'on voit immédiatement si l'on prend comme exemple 
{Jtg- 173) un cylindre de révolution terminé par une demi-sphère. 



F^. 173. 



\ 



Projetons ce cylindre et cette demi-sphère sur un plan paral- 
lèle aux génératrices du cylindre, et supposons que le rayon lumi- 
neux soit parallèle à ce plan de projection, La ligne d'ombre sur 
le cylindre est une génératrice qui se projette sur l'axe de ce 
cylindre; la ligne d'ombre sur la sphère est un grand cercle dont 
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le plan est perpendiculaire au rayon lumineux et se projette 
alors suivant une droite perpendiculaire à la direction du rayon 
lumineux. On voit bien que les deux courbes d'ombre ne se 
raccordent pas; elles se rencontrent en un point de la ligne de 
raccordement des deux surfaces, mais en ce point elles n'ont pas 
la même tangente. 

11 résulte de là que, lorsqu'en Architecture on veut prendre le 
profil d'un balustre, ce profil ne doit pas être tracé par arcs de 
cercle. Si Ton traçait les courbes qui forment le profil du balustre 
au moyen d'arcs de cercle, les surfaces de révolution engendrées 
par ces arcs donneraient lieu à des surfaces se raccordant seule- 
ment le long de parallèles, et alors la b'gne d'ombre sur le balustre 
présenterait des angles. Il vaut mieux tracer à simple vue le profil 
du balustre, en ayant soin de prendre les courbes qui forment 
ce profil de manière à les rendre osculatrices aux points où l'on 
passe de l'une à l'autre. 

Autre démonstration du théorème des tangentes conjuguées. — 

On peut arriver au théorème des tangentes conjuguées en s'ap- 
puyant sur ce que nous avons démontré (p. 291) relativement à 
la construction des tangentes aux deux branches de la ligne d'in- 
tersection de deux surfaces tangentes entre elles en un point. 

Nous avons vu que, lorsque deux surfaces sont tangentes entre 
elles en un point a, si l'on construit sur le plan tangent en a les 
indicatrices de ces deux surfaces à l'aide du même paramètre, les 
diamètres communs à ces deux courbes sont les tangentes aux 
deux branches de la courbe d'intersection des surfaces au point a. 

Si les deux surfaces, au lieu d'être simplement tangentes entre 
elles en a sont aussi tangentes entre elles en un point infiniment 
voisin du pointa, alors les deux diamètres des indicatrices doivent 
se confondre pour ne donner au point a qu'une seule et même 
tangente aux deux branches de la courbe d'intersection. Pour cela, 
il faut que les deux indicatrices soient doublement tangentes; on 
n'a plus alors qu'un seul diamètre réunissant les points d'intersec- 
tion de ces courbes, les deux diamètres dont nous venons de parler 
étant confondus suivant une seule et même droite. Cette circon- 
stance se présente constamment lorsque l'on prend deux surfaces 
circonscrites l'une à l'autre. 
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Soient une surface et la développable qui lui est circonscrite le 
long d'une courbe (a). Au point a de cette courbe de contact, la sur- 
face donnéea pour indicatrice une certaine courbe que nous pouvons 
tracer sur le plan tangent en /i; la surface développable a pour 
indicatrice Tensemble de deux droites parallèles à la génératrice G, 
qui passe par a. Mais, d'après ce que nous venons de dire, cette 
indicatrice doit être doublement tangente à la première; Tindica- 
trice de la surface développable se compose donc de Tensemble 
des tangentes à la première indicatrice menées parallèlement à la 
génératrice G de la surface développable, et la corde commune de 
ce système de tangentes est la tangente à la courbe [a). Il est bien 
clair, d'après cela, que cette tangente est conjuguée de G, et nous 
retrouvons ainsi le théorème des tangentes conjuguées. 

De là il résulte aussi que les cônes qui ont pour sommets des 
points de la génératrice G sont osculateurs entre eux au point a, 
car tous ces cônes ont même indicatrice. Cette courbe est toujours, 
en effet, l'ensemble des tangentes communes à l'indicatrice de la 
surface donnée, menées parallèlement à G. 

Cette dernière propriété va nous être utile à l'occasion du pro- 
blème suivant. 

Rayon de courbure de la courbe de contour apparent d'une 
surface donnée. — Construire le rayon de courbure de la courbe 
de contour apparent d'une surface projetée orthogonalement sur 
un plan . 

Reprenons les données telles que nous les avions établies pour 
la démonstration du lemme (p. 3oo ). Nous voulons déterminer en a' 
ifiS' ^yO ^^ rayon de courbure de la courbe de contour apparent 
de la surface (S) projetée orthogonalement sur le plan vertical de 
projection. 

Circonscrivons à la surface donnée (S) un cylindre dont les gé- 
nératrices sont perpendiculaires au plan vertical. La courbe de 
contact de ce cylindre et de la surface (S) est une ligne tangente à 
la droite ag^ puisque nous venons de démontrer que ag et ac 
sont deux diamètres conjugués de Tindicatrice au point a et que, 
d'après le théorème des tangentes conjuguées, la tangente en a à 
la courbe de contact du cylindre doit être conjuguée de la généra- 
trice ac de ce cylindre. Prenons cette courbe de contact comme 
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directrice d'une normalie à la surface donnée. Les génératrices de 
cette normalie sont perpendiculaires au plan tangent au cylindre 
circonscrit et, par suite, sont des droites parallèles au plan vertical 
de projection. Cette normalie est alors une surface qui a le plan 
vertical pour plan directeur, et le paraboloïde employé dans la 
démonstration du lemme est un paraboloïde de raccordement de 
cette normalie le long de la normale A. 

Les génératrices de cette normalie se projettent verticalement 
suivant des normales à la courbe de contour apparent de la sur- 
face donnée sur le plan vertical de projection. L'enveloppe des 
projections de ces génératrices est alors la développée de la courbe 
de contour apparent de la surface (S), et le point i où cette déve- 
loppée touche la normale A est le centre de courbure que nous 
voulons déterminer. 

Ce point de contact i est la projection du point où le plan qui 
projette A verticalement touche la normalie, c'est-à-dire touche le 
paraboloïde de raccordement à cette surface. Ce point de contact 
avec le paraboloïde de raccordement n'est autre que le point de 
rencontre i de la génératrice e'rf' avec A, puisque toutes les géné- 
ratrices de ce paraboloïde, qui ne sont pas des droites perpendi- 
culaires à A, se projettent suivant des lignes passant par le même 
point 1. Ce point i est alors le centre de courbure de la courbe de 
contour apparent de la surface (S) sur le plan vertical. 

La construction dont nous avons fait usage pour déterminer la 
droite e'rf' donne donc le centre de courbure cherché i. 

Calculons la valeur du rayon de courbure iV, que nous dési- 
gnerons par R, en fonction des rayons de courbure principaux R|, 
R2 de la surface donnée et de l'angle w que les projetantes font 
avec le grand axe de l'indicatrice au point a. 

Les triangles e'iyi, rf'172 sont semblables; on a 

ht ^'7t ^«'' 



aa' 



Maisi7| = Ri — R, i72=R — R2» eci=. 5 a'J = aa'tangw; 

' ' tangb) ^ 

par conséquent, nous avons 

R, — R aa! 



R — R, tang'u.oa' 
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OU 

R,— R COS*w ,j. 

R — R, ~ sin*w ^ '' 
En développant, il vient 

R = Ri siQ*w -h Rf cos*û>). 

Telle est la relation qui existe entre le rayon de courbure de la 
courbe de contour apparent d'une surface, les rayons de courbure 
principaux de cette surface et l'angle de la projetante et du grand 
axe de l'indicatrice pour le point que l'on considère. 

Lorsque la surface est à courbures opposées, cette relation 

devient 

R = Rj sin* w — Rj cos' w. 

Si nous voulons que le rayon de courbure de la courbe de con- 
tour apparent soit nul, on doit alors avoir 

Rj sin'w = Rj ces' w, 
d'où 

R, r« 

tang'w = — ==—, 
*^» a 

b eia étant les demi-axes de l'indicatrice. 

Il résulte de là que la direction de la projetante est la direction 
même de l'asymptote de l'indicatrice. Ainsi, quand on projette 
une surface à courbures opposées sur un plan perpendiculaire à 
la direction d' une asymptote de V indicatrice en un point de cette 
surface, le rayon de courbure de la courbe de contour apparent 
est nul. 



(*) Décrivons sur y^y^ comme diamètre une circonférence de cercle et élevons à A 
la perpendiculaire ij. On a 

R — R, = ij tangiy y, = (R, - R) tang'y.y.y, 
d*où 

R . -R 1 

En comparant cette relation avec cette que nous venons de trouver, nous concluons 
que l'angle y, */j y est égal à u. De là cette construction du point i : On décrit une cir- 
conférence de cercle sur y, y, comme diamètre ; par le point y ^^ on mène la droite y^j 
qui fait avec A l'angle ùt. Cette droite coupe la circonférence au point /, çu'il suffit 
de projeter sur A pour avoir le point i. 
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Remarque, — Sî, au lieu de projeter orthogonalement la surface 
donnée, on la projette conîquement en prenant pour sommet du 
cône projetant un point de la tangente ac, on a, sur le plan mené 
en a perpendiculairement à acj une courbe de contour apparent 
dont le rayon de courbure en a est égal à ai, car ce cône pro- 
jetant et le cylindre projetant, dont nous venons de parler, sont 
osculateurs en a. 

Lignes d'ombre ou de perspective sur les surfaces à courbures 

opposées. — Pour construire un point de la ligne d'ombre de la 
surface (S) éclairée par un point lumineux /, employons la mé- 
thode des plans sécants. 

Parle point lumineux {fig- 174) menons un plan; il coupe la 

Fig. 174. 



surface suivant une ligne C, et le corps occupe la partie couverte 
de hachures. 

Du point / on peut mener à* cette ligne un certain nombre de 
tangentes; les points de contact de ces tangentes appartiennent à 
la ligne de contact du cône circonscrit à la surface donnée et dont 
le sommet est au point lumineux. Mais, pour la question d'ombre, 
ces points de contact ne jouent pas le même rôle. Les points de 
contact tels que <i, c, d.J'des tangentes extérieures au corps re- 
çoivent le nom de points réels; les points tels que b, e, qui sont 
des points de contact des tangentes intérieures au corps sont ap- 
pelés points virtuels de la courbe d'ombre. 

On peut remarquer que, parmi les points réels, il y en a qui ne 
sont pas utiles comme points de la courbe d'ombre; ainsi, le 
point d est un point réel qui n'est pas utile, car le rayon lumineux 
Id est intercepté par le corps; le point d se trouve dans une région 
qui est dans l'ombre. Les points réels peuvent former une ligne 
séparée de la ligne formée par les points virtuels; c'est ce que 
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l'on voit immédiatement en prenant le point lumineux sur Taxe 
d'une surface de révolution {fig» ijS). Le point c appartient à un 
parallèle, lieu de points réels, qui est séparé du parallèle auquel 
appartient le point h\ celui-ci est le lieu de points virtuels. 

En général, la ligne de contact du cône circonscrit se partage en 
arcs formés par des points réels suivis d'arcs formés par des points 
virtuels; les points qui séparent ces arcs sont appelés points de 
passage; on donne aussi à ces points de passage le nom de points 
limites. 

11 ressort de la définition des points réels ou virtuels qu'un point 




limite considéré comme appartenant à Tare réel est un point de 
contact d'un rayon lumineux extérieur au corps, et, si au con- 
traire on le considère comme l'extrémité de l'arc virtuel, il est 
le point de contact d'un rayon lumineux intérieur au corps. Le 
point limite est donc le point de contact d'une tangente qui passe 
d'une région dans l'autre ; cette tangente est alors une droite oscu- 
latrice de la surface, et par conséquent une asymptote de l'indi- 
catrice. Ainsi, au point limite, le rayon lumineux est une asj^m- 
ptote de l'indicatrice. Dans tout ce que nous disons, il s'agit, bien 
entendu, de surfaces géométriques. 

Pour avoir la tangente en un point quelconque de la ligne 
d'ombre, nous avons dit qu'on devait prendre la direction conju- 
guée du rayon lumineux passant par ce point. Pour un point li- 
mite, la direction conjuguée du rayon lumineux, qui est une asym- 
ptote de l'indicatrice, est cette asymptote elle-même; donc, au 
point limite, la ligne d'ombre est tangente au rayon lumineux. 

Réciproquement, les points de contact de la courbe d'ombre et 
des rayons lumineux qui lui sont tangents sont des points 
limites. 

Car la tangente et le rayon lumineux, étant confondus, doivent 
coïncider avec une asymptote de l'indicatrice de la surface éclairée. 
Cette droite est alors osculatrice, elle traverse la surface et son 
point de contact est un point limite. 
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propriété qu'il a donné h ces courbes le nom de polhodie, qui avait e'té 
employé par Poinsot dans le cas de l'ellipsoïde seulement. 

M. Ribaucour a établi un théorème remarquable ( ^ ) relatif à la section 
faite dans une surface par un plan mené par une tangente à cette surface et 
tel que cette section soit surosciilée par un cercle. Pour cela, il a considéré 
une ligne tracée sur la surface et qu'il appelle courbe à courbure normale 
constante. Cette ligne est telle que les sections normales à la surface sur 
laquelle elle est tracée, et qui lui sont menées tangentiellement, ont des 
rayons de courbure égaux. 

M. Darboux a considéré les courbes tracées sur une surface (S) attelle 
que leurs sphères osculatrices sont tmgentes à cette surface (*). 

En raisonnant comme nous l'avons fait dans la vingt et unième Leçon 
pour démontrer le théorème de Meusnier, on voit tout de suite que les plans 
osculateurs de cette courbe déterminent dans ( S ) des sections qui sont sur- 
osculées par leurs cercles osculateurs ( ' ) . Il est facile de voir aussi que, sur 
la normalie ^ (S), qui a l'une de ces courbes pour directrice , les centres 
des sp/iêfvs osculatrices de cette courbe appartiennent à une ligne asjrm- 
ptotique. 

Développée d'une surface. — A partir d'un point a d'une surface (Sj, 
il y a deux lignes de courbure. Ces lignes de courbure sont les directrices 
de deux normalies développables. En décrivant l'une de ces normalies, la 
normale Aà (S) en « reste tangente à l'arête de rebroussement de cette nor- 
malie. En décrivant l'autre normalie, A reste tangente à l'arête de rebrous- 
sement de cette autre normalie. 

Le lieu des arêtes de rebroussement des normalies développables se com- 
pose des deux nappes de la surHicc lieu des centres de courbure principaux 
de (S). C'est cette dernière surface que nous appelons développée de (S). 

Une normale quelconque de (S) est tangente aux deux nappes de cette 
développée, et aux points de contact les plans tangents à ces nappes sont à 
angle droit. Cette propriété est due à Monge; je n'ai fait que lui donner une 
autre forme en énonçant le théorème sur les normalies (p. 276 et 282). 

Les nappes de la développée de (S) forment la surface focale du pinceau 
de normales [A] ; les foyers de ce pinceau sont les centres de courbure prin- 
cipaux de (S) sur A. 

Théorèmes analogues au théorème de Meusnier (^). ~ Traçons sur une 

(*) Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, i5 mars 187 5. 
(') yinnales scientifiques de l* École Normale supérieure, t. "VII, 1870. 
(") RiBAUCODR, Propriétés de courbes tracées sur les surfaces (loc. cit.), 
{*) Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, 5 février 1873. 
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surface (S) des courbes («i)» (^î)> • • • tangentes entre elles en a. Le long 
de ces courbes circonscrivons à (S) des surfaces développa blés. Ces surfaces 
ont une génératrice commune «t, qui est la tangente conjuguée de la tan- 
gente at aux courbes («i), [a^ Prenons les normalies à (S) qui ont 

ces courbes pour directrices. 

L'axe de courbure de la surface développable { * ) circonscrite à (S) le long 
de («1 ) est dans le plan normal îi (S) mené par a-z et passe par le point ]3, 
où ce plan touche la normalie à ( S j dont la directrice est (a,). De même, pour 
la surface développable circonscrite à (S) le long de («j), r.ixc de courbure 
passe par le point où ce même plan normal touche la normalie à (S) dont 
la directrice est (^2)* 

Mais les normalies à (S), dont les directrices sont les courbes (^1), 
(u, ), . . . tangentes entre elles en «, se raccordent le long de la normale A 
à (S) au point a\ le plan normal (A, at] touche alors toutes ces normalies 
au même point |B, et l'on peut dire : 

Lorsque des courbes tracées sur une surface ( S ) sont tangentes entre elles 
en un point a, les surfaces développa hies circonscrites à [S) le long de ces 
courbes ont, pour a.res de courbure relatifs à la génératrice qui passe en «, 
des droites qui passent par un même point p de la normale A à (S) en a, 

La surface polaire d'une courbe quelconque [a) tracée sur une surface (S), 
c'est-à-dire la surface enveloppe des plans normaux à cette courbe, est une 
surface circonscrite à la normalie à (S) dont (a) est la directrice. La courbe 
de contact de ces deux surfaces coupe A au point a, où l'axe de courbure 
de («) rencontre cette normale. 

Prenons sur (S) des courbes osculatrices entre elles en a. Elles ont un 
même axe de courbure relatif à ce point. Leurs surfaces polaires contiennent 
cette droite et sont circonscrites aux normalies à (S) dont ces courbes sont 
les directrices. Les courbes de contact avec ces normalies passent par le 
|>oint a, et, en vertu du théorème des tangentes conjuguées, elles sont tan- 
gentes entre elles en ce point. 

En appliquant le théorème précédent, nous pouvons dire maintenant : 

Lorsque des courbes tracées sur une surface sont osculatrices entre elles, 
les axes de courbure de leurs surfaces polaires passent par un même point. 

Par le cercle osculateur de (û) faisons passer une sphère. Appelons E 
l'intersection de cette sphère et de ( S ) . L*axe de courbure de ( <» ) rencontre 
la sphère en un point 7, qui est le centre de courbure sphérique de E. 

( * ) Voir page 235 la définition de cet axe de courbure. 
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La surface polaire de E rencontre la sphère suivant la déx^eloppée sphé^ 
rique de E, c'est-à-dire suivant l'enveloppe sur la sphère des grands cercles 
normaux à E. L'axe de courbure de la surface polaire de E rencontre 
la sphère au centre de courbure de cette développée sphérique correspon- 
dant à y. 

En prenant difiërentes sphères passant par le cercle osculateur de (a], 
nous avons, par leurs intersections avec (S), des courbes E|, E^, .... Ces 
courbes ont même centre de courbure sphérique 7. Leurs développées 
sphériques ont, pour centres de courbure sphérique relatifs à ce point, les 
traces sur les sphères des axes de courbure des surfaces polaires de Ei, 
E2, .... Comme ces dernières droites passent par un même point p et 
respectivement par les centres des sphères, nous pouvons dire : 

Lorsque par le cercle osculateur en a d'une courbe [a] tracée sur une 
surface (S) on fait passer des sphères, celles-ci coupent (S) suivant des 
courbes dont on obtient les centres de courbure de leurs développées sphé- 
riques en projetant un mé.ne point p sur ces sphères, 

n est utile de remarquer que le point p que l'on projette est dans le plan 
normal à (S] mené tangentiellement en a à [a]. 

Construire pour on point de la courbe d'intersection de deux surfaces : 
i*' l'axe de courbure de cette courbe ; 2^ le centre de la sphère oscula- 
trice (' ). — ^i^ (^) l^ courbe qui résulte de l'intersection des deux surfaces 
données (S) et (S' j. Désignons par at la tangente à [a] au point a. 

En vertu du théorème de Meusnier, le plan normal à (S], mené par or, 
est rencontré par l'axe de courbure cherché au centre de courbure de la 
section qu'il détermine dans (S). On peut répéter la même chose en pre- 
nant la section faite dans (S'j par le plan normal à cette surface, mené 
par at. On a donc l'axe de courbure de [a] en joignant par une droite 
les centres de courbure des sections faites dans (S) et (S'] par les plans 
respectivement normaux à ces surfaces et menés par at. 

JjC plan mené par at perpendiculairement à cet axe de courbure est le 
plan osculateur de [a) en Vz, et le point de rencontre de ce dernier plan et 
de l'axe de courbure est le centre de courbure àe[a). Cette construction, 
due à Hachette, résulte, comme on le voit, du théorème de Meusnier. De 
même, pour résoudre la seconde partie de notre problème, nous allons 



(') Bulletin de la Société mathématique de France, iSy'i; Comptes rendus des séances 
de V Académie des Sciences, 37 noTembre 1876. 
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appliquer le théorème analogue au théorème de Meusnier, qui vient d*étre 
démontré. 

Considérons d*abord {a) sur (S). Parmi toutes les sphères qu'on peut 
mener par le cercle osculateur de [a) en a, il y a celle dont le centre 
est à rinfîniet qui se réduit au plan osculateur de [a]. Ce plan coupe (S) 
suivant une courbe dont le centre de courbure ^ de la développée est la 
projection orthogonale d*un certain point ]3. Ce point p est aussi dans 
le plan normal à (S j mené par la tangente ai. En supposant connu le point ^^ 
il est alors facile de déterminer p. 

De même, en considérant [a) sur (S'j, on a un point P' analogue à ]3 en 
employant un point <^ analogue à ^, 

Prenons maintenant la sphère oscuiatrice de (a) et désignons par o son 
centre. 

D'après le dernier théorème démontré, il faut joindre /3 ou ]3' au centre o 
de cette sphère pour avoir le centre unique de courbure de la développée 
sphérique des courbes d'intersection de cette surface avec (S) et (S'). 

Inversement, le centre o se trouve sur la droite j3.8\ D'après cela, on a la 
construction suivante : 

On détermine les centres de courbure ^, ^' des dépeloppées des sections 
faites dans (S) et (S') par le plan osculateur de [a] en a. On élève en ces 
points des perpendiculaires à ce plan. Elles rencontrent respectivement en (3, 
P' les plans menés par at normalement à[S) et à[S')ila droite pp' rencontre 
le plan normal en a à [a] au centre o de la sphère oscuiatrice demandée. 

Cette solution exige qu'on sache construire le centre de courbure de la 
développée de la section faite dans une surface par un plan, problème dont 
j'ai donné différentes solutions ( ^ ). 

Théorèoie de Dnpin sur les surfaces orthogonales. — Si trois séries de 
surfaces sont telles que chaque surface de l'une quelconque de ces séries 
coupe orthogonalement les surfaces des deux autres séries , on dit que ces 
surfaces forment un système triplement orthogonal. Dans un système triple- 
ment orthogonal, la ligne d'intersection de deux surfaces appartenant à deux 
séries différentes est une ligne de courbure pour chacune de ces surfaces (*). 

Prenons {fig> 176] les surfaces de chacune des séries qui passent par un 
point quelconque o. Soient oa, ob, oc des éléments égaux entre eux des 
lignes d'intersection de ces surfaces. Les droites oa, ob, oc normales aux 
trois surfaces forment un trièdre trirectangle. 

(•) Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, i5 cl a a mars if^S. 
(') Développements de Géométrie, quatrième Mémoire. 
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Amenons la normale oc en aci et supposons qu'elle soit extérieure au 
trièdre. Nous avons deux surfaces se coupant à angle droit suivant oa; les 
normales à ces surfaces en a sont aci, ab^ perpendiculaires l'une à Tautre, 
et ab^ est à l'intérieur du trièdre, puisque nous supposons que ac^ est à 
l'extérieur. 

Amenons la normale oc en bc^. Cette droite est extérieure au trièdre 
comme «Cj, en vertu d'un théorème de M. Bertrand (p. 285). Puis nous 
avons une autre normale ba^, qui est alors K l'intérieur du trièdre. 

Fig. 176. 
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La normale ab^ peut être considérée •comme la nouvelle position de ob^ 
dont le pied est venu en a. En déplaçant alors ob de façon que son pied 
vienne en c, elle sera intérieure au trièdre comme ab^. 

Nous pouvons répéter la même chose pour ba^ et car,, nouvelles positions 
de oa, et qui sont alors toutes deux à l'intérieur du trièdre. 

Nous arrivons ainsi à avoir les deux normales ca,, cb^y qui sont à angle 
droit et qui sont toutes deux à l'intérieur, ce qui est impossible, d'après un 
théorème démontré page aSS. Nous arriverions de même à une impossibilité, 
en supposant d'abord que ac^ est à l'intérieur du trièdre. Nous voyons alors 
que oc doit se déplacer dans le plan de la face coay c'est-à-dire que oa est 
la direction d'une ligne de courbure. Cela est vrai pour ob et oc, et, comme 
le point o est arbitraire, le théorème est démontré. 

Gonstraction des centres de coarbore principaux de la snrface de 
l'onde (') (Appl. de Géom. ciném.). — Lorsqu'une figure déforme inva- 
riable se déplace de façon que ses points décrivent des surfaces trajectoires, 
nous avons vu que, pour une position quelconque de la figure, les normales 
à ces surfaces rencontrent les mêmes deux droites D, A, et qu'une droite G 
entraînée engendre un pinceau, dont on a les foyers, en prenant les pieds 
sur G des perpendiculaires à cette droite qui rencontrent D et A. 

Supposons maintenant, pour définir le dépfacement, qu'au lieu de prendre 



(*) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 11 fémer 1867. 
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quatre points assujettis à rester sur quatre surfaces données on ait les deux 
points <i et b confondus en un seul o, les surfaces [a], [^] restant distinctes, 
et une droite G assujettie à toucher deux surfaces données (2,), (2,). 

Le point o, réunion des points a et b^ ne peut alors décrire que la ligne 
d'intersection (o) des surfîices [a\ [^]. 

Déterminons D, A. Menons à partir de o les normales A, B aux sur- 
faces [a], [^]. Ces droites déterminent un plan. On joint par une droite les 
traces, sur ce plan, des droites Tj, r, normales à (2,), (2j) et menées à 
partir des points 71, y,» où G touche ces surfaces. On obtient ainsi la droite A, 
qui rencontre bien les quatre droites A, B, Tj r,. 

Pour avoir D, on mène à partir de o une droite qui rencontre r, et r,. 
On peut remarquer qu'on n'emploie que le plan (A, B) des droites A et B, 
c'est-à-dire le plan normal en o à [o], et non les droites A, B elles-mêmes. 
On pouvait prévoir qu'il en serait ainsi, puisque [o] peut être considéré 
comme l'intersection d'autres surfaces dont les normales en a sont dans le 
plan (A, B j. 

Appliquons cela à la recherche des centres de courbure principaux de la 
surface de Tonde. Reprenons les notations et \^fig» i^5 de la dix-huitième 
Leçon. 

Proposons- no us de construire les centres de courbure principaux de la 
surface de l'onde [/Wj] qui sont sur la normale /Wi/j. 

Puisque om^ est égal à om et que la normale m^fi est perpendiculaire 
à m/i, la droite oi est la bissectrice de l'angle droit fiim, 

La figure mobile de grandeur invariable que nous allons considérer est 
formée par les trois droites /j t, ot , mi. Nous définissons son déplacement en 
disant : la droite oi passe constamment par le point fixe o et la droite mi 
reste tangente aux deux nappes (2i), (S^) de la développée de l'ellipsoïde. 

Quel que soit le déplacement infiniment petit de la figure mobile, il y a 
toujours un point de o/, infiniment voisin de o, qui vient en ce point. Nous 
pouvons alors considérer le point o comme décrivant toujours un élément 
de la ligne oi. 

Nous nous trouvons alors dans les conditions précédentes et nous con- 
struisons alors D et A au moyen d'un plan perpendiculaire à oi mené par le 
point o et des droites Tj, Tj. Ces dernières droites sont maintenant les 
droites de courbure de l'ellipsoïde. 

Connaissant D, A, nous n'avons plus qu à mener les droites qui les ren- 
contrent et qui sont perpendiculaires à m^f^. Nous avons ainsi les droites 
de courbure de la surface de Tonde, puisque pendant les déplacements de la 
figure mobile la droite m^f^ engendre un pinceau de normales. Les pieds 
sur /Wj/i de ces droites de courbure sont les centres de courbure principaux 



OMBILICS DE LA SURFACB DE l'oNDB. 321 

culaire au plan de la figure, issue du point d'intersection ^ des droites pi ^ 
et o^, tracées sur le plan de la figure perpendiculairement à mj pi et oL 

Abaissons sur mn la perpendiculaire (^71; cette droite rencontre D et A. 
Du point 72, où D rencontre mn^ menons une perpendiculaire au plan de la 
figure : cette droite rencontre aussi D et A. 

Les points 71, 72 sont alors les centres de courbure principaux de l'el- 
lipsoïde correspondant h m, et les plans des sections principales de cette 
surface pour ce point sont le plan de la figure et le plan perpendiculaire à 
celui-ci mené par mn. 

Nous trouvons donc que pour le point m de Tellipsolde, d'où dérive un 
ombilic de la surface de l'onde, le plan d'une des sections principales de 
l'ellipsoïde contient le centre de cette surface. Ce point m doit être alors dans 
l'un des plans principaux de l'ellipsoïde, et il en est de même de Tombilic 
qui lui correspond. 

Ainsi, les ombilics de la surface de ronde sont dans les plans de symé- 
trie de cette surface, 

La construction qui nous a donné les centres de courbure princi- 
paux 7i, 7] montre que l'angle 710^1 est droit; nous pouvons dire alors : 

Un point m de l'ellipsoïde, d'oà dérive un ombilic m i de la surface de 
l'onde^ est tel, que les diamètres 07 1, 072, allant aux centres de courbure 
principaux de l'ellipsoïde relatifs à ce point, sont à angle droit. 

Le point 71 est le centre de courbure de la section faite dans l'ellipsoïde 
par le plan de la figure que nous savons être un plan principal de cette sur- 
face. L'autre centre de courbure 7, et les autres plans principaux déter- 
minent, comme on sait, sur la normale mn des segments menés à partir 
de m qui sont proportionnels aux carrés des axes de l'ellipsoïde. 

En faisant tourner d'un angle droit le plan de la figure autour de o, le 
point m vient en m^ sur la conique de [//?j], située dans le même plan prin- 
cipal. Cette courbe doit alors avoir /X| pour centre de courbure, et le 
point 7'2, nouvelle position de 7,, doit remplir sur m^ni le même rôle que 7, 
sur mn. 

D'après cela, nous voyons, en représentant la surface de l'onde (fig. 178), 
que nous devons déterminer, sur l'une des coniques de cette surface, un 
point mj, pour lequel l'angle 72 o/Aj soit droit, le point 7^ étant tel que sur la 
normale mj ]3 on ait 

mip b^' 

en appelant a, b, e les longueurs des demi-axes oa^ ob, oc de la surface de 
l'onde et en conservant les notations précédentes. 

ai 
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Désignons par ^ et z les coordonnées inconnues de /7i|. Il résulte des con- 
ditions que doit remplir ce point que l'on a 

Au moyen de cette relation, nous allons construire //f|. Appelons g Tun 
des points singuliers de la surface de Tonde et ai Tangle xog. On a 



par suite. 
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Par le point m|, menons le plan m^pw! parallèlement au plan des xj (le 

Fig. 178. 
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point rn est sur la circonférence dont le rayon est oa]. Désignons m'/i par 
on a 






et alors 
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En appelant 3» Tangle xom\ on a alors 



que Ton peut écrire 



tang*7 = cosw, 



TT 



COS5 « COS J = COS -r 
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La bissectrice ov de Tangle xog fait donc avec om' un angle éga] à y • 

On détermine alors les ombilics de la surfuce de Tonde de la manière 
suivante : 

Oft mène la bissectrice ou de l 'angle xog que le diamètre og fait avec 
l'un des axes ox de la conique qui contient g, A partir de o, on mène une 

droite faisant avec ov un angle égal à y Cette droite ^ en tournant autour 

4 

de or, engendre un cône qui rencontre en quatre points la circonférence de 
rayon oa. Par ces points on mène des plans parallèles au plan des xz. Ces 
plans rencontrent la conique de la surface de fonde, située dans le plan 
perpendiculaire à ox, en quatre points réels qui sont des ombilics de la sur- 
face i/e l'onde. 

En employant la bissectrice de l*angle goz, on trouve quatre ombilics 
réels sur la conique dont le plan est perpendiculaire à oz. 

Nous voyons ainsi que sur la surface de l'onde il x ^ fitiit ombilics réels, 
et nous voyons aussi comment on détermine ces points. 

On peut remarquer que la conique qui contient les points singuliers réels 
est la seule sur laquelle il n'y a pas d'ombilics réels. 
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VINGT-TROISIÈME LEÇON. 

UGNES D'OMBRE PORTÉE SUR LES SURFACES A COURBURES OPPOSÉES. 
- CONSTRUCTIONS DES UGNES D'OMBRE PROPRE SUR LES SURFACES 
DE RÉVOLUTION ET DES TANGENTES A CES UGNES. 

Tangente à la courbe d*ombre portée. — Raccordement des lignes d'ombre propre et 
d'ombre portée sur les surfaces à courbures opposées. ~ Points de rencontre des 
lignes d'ombre propre et d'ombre portée. — Ligne de contour apparent d'une sur- 
face à courbures opposées. — Constructions des lignes d'ombre propre sur les surjaces 
de révolution, — Surface de révolution considérée comme enveloppe de cônes de 
révolution. — Surface de révolution considérée comme enveloppe de sphères. — 
Le point lumineux est supposé dans le plan méridien parallèle au plan vertical de 
projection. — Constructions de la tangente en un point de la ligne d'ombre sur une 
surface de révolution, — Première construction au moyen de l'indicatrice. — ~ 
Deuxième construction au moyen d'une surface du second ordre osculatrice et d 
révolution. 



Supplément. — Troisième construction de la tangente en un point de la ligne d'omU ^^ 
sur une surface de révolution. — Construire les rayons bitangents à un (c^^ 
éclairé par un point lumineux. — Construire les rayons bitangenta à un toreécl^^w 
par des rayons lumineux parallèles entre eux. 



Coupons la surface (S), qui termine le corps éclairé [Jig' 179). 

Fig. 179. 



par un plan mené par le point lumineux /. Menons de ce point 
des tangentes à la section C ainsi obtenue ; nous avons des droites 
qui peuvent de nouveau rencontrer cette courbe : ainsi^ le point de 
contact a de la tangente la a pour ombre portée le point a', où la 
droite la rencontre la courbe C. La droite Ib rencontre celte courbe 
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au point h\ qui fait partie de la courbe d'intersection de la sur- 
face ( S) et du cône, circonscrit à cette surface, mais qui n'appartient 
pas à une ligne d'ombre portée. Nous disons que le point ci y qui 
appartient à une tangente extérieure, est un point ree/ de la courbe 
d'ombre portée; Je point h\ qui appartient à une tangente inté- 
rieure, est dit un point virtuel de cette courbe. Nous avons alors sur 
cette courbe des arcs réels et des arcs virtuels et les points de 
passage de ces arcs réels aux arcs virtuels ; nous allons faire voir 
que ces points de passage sont les points limites dont nous avons 
parlé à propos des lignes d'ombre propre. 

Prenons {Jig» i8o) un rayon lumineux tangent à la courbe 

Fig. 180. 
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d'ombre ; il a alors avec la surface trois points infiniment voisins 
communs m, /i, p. Si nous considérons les deux points n et p 
comme appartenant à une tangente extérieure, le point m est un 
point réel de la courbe d'ombre portée ; si nous considérons les 
points m et n comme formant par leur réunion le point de contact 
d'une tangente intérieure, le point p est un point virtuel de la 
courbe d'ombre portée. Nous voyons ainsi que, selon que l'on con- 
sidère la tangente intérieure ou la tangente extérieure en un point 
limite de la courbe d'ombre propre, on obtient un point de la 
courbe d'ombre portée que l'on peut regarder comme réel ou vir- 
tuel; un point limite de la courbe d'ombre propre est donc aussi 
point limite pour la courbe d'ombre portée. 

Tangente à la courbe d'ombre portée. — Pour construire la tan- 
gente au point a' à la courbe d'ombre portée {fig- 179)» nous 
n'avons qu'à prendre l'intersection du plan tangent en a' à (S) 
avec le plan tangent au cône d'ombre le long de la génératrice la'. 
Mais ce plan tangent au cône d'ombre n'est autre que le plan tan- 
gent en a à la surface (S) qui limite le corps éclairé; la tangente 
en a' à la courbe d'ombre portée est donc l'intersection des plans 
tangents en a' et a à la surface (S). 
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Raccordement des lignes d'ombre propre et d'ombre portée 
sur les surfaces à courbures opposées. — Dans le cas particulier 
où le point de la courbe d'ombre portée est un point limite, on 
doit prendre Tintersection de deux plans tangents inCniment 
voisins dont les points de contact sont dans la direction d'une 
asymptote de l'indicatrice; la droite d'intersection de ces deux 
plans est alors l'asymptote elle-même. Nous voyons donc qu'en 
un point limite la tangente à la courbe d'ombre portée est le 
rajon lumineux lui-même; par conséquent, aux points limites, les 
courbes d'ombre propre et les courbes d'ombre portée se rac- 
cordent. 

Il est essentiel de bien voir comment se succèdent les arcs des 
courbes d'ombre propre et d'ombre portée. 

Pour le montrer, considérons un demi-tore [fig- i8i ) et le point 

Fip. i8i. 







lumineux /. Menons du point /des tangentes au tore ; la tangente la 
le rencontre de nouveau au point d y la tangente Ib rencontre 
cette surface au point i', la tangente le donne le point c/, et enfin 
la tangente Im touche le tore au point limite m. Les points a, &, 
c, m forment un arc réel de la courbe d'ombre propre ; à partir du 
point m, la ligne d'ombre propre devient virtuelle, mais cet arc est 
prolongé par un arc réel de la courbe d'ombre portée. Ainsi, au 
point m les arcs réels des courbes d'ombre propre et d'ombre por- 
tée se raccordent, et c'est en ce point m que ces deux arcs, si on 
les prolonge, deviennent simultanément virtuels. 

Points de rencontre des lignes d'ombre propre et d'ombre portée. 

— Le point m est un point de rencontre d'une ligne d'ombre propre 
et d'une ligne d'ombre portée. Il peut exister d'autres points de 
rencontre des courbes d'ombre propre et d'ombre portée. Suppo- 
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sons qu'un rayon lumineux {fig» 182) soit bitangent à la surface (S) : 
chacun des points de contact a et a' appartient à la ligne d^ombre 
propre. Mais le point a' peut être considéré comme l'ombre portée 
par le point a\ nous avons donc au point a' un point de rencontre 
des courbes d'ombre propre et d'ombre portée. 

Fig. 182. 



Au point a', la tangente à la courbe d'ombre propre est la tan- 
gente conjuguée du rayon lumineux a'l\ la tangente en n! à la 
courbe d'ombre portée, étant l'intersection du plan tangent en a' 
et du plan tangent en a à la surface éclairée, est aussi le rayon 
lumineux, excepté quand les plans tangents en ces points se con- 
fondent. Ainsi, en général, an point de rencontre d'une courbe 
d' ombre propre et d'une courbe d' ombre portée , les tangentes à 
ces courbes sont conjuguées, et Ton peut dire que cela est vrai pour 
le point limite, puisque, la tangente au point limite à l'une ou à 
l'autre de ces courbes étant l'asymptote de l'indicatrice, cette droite 
est confondue avec sa direction conjuguée. 

Cette propriété, relative à la direction des tangentes en un point 
de rencontre d'une courbe d'ombre propre et d'une courbe d'ombre 
portée, subsiste lorsque l'on considère l'ombre portée d'un corps 
sur un autre. Ainsi, un tore porte son ombre sur un autre tore; 
il y a alors, sur cette seconde surface, à la fois une ligne 
d'ombre propre et une ligne d'ombre portée par le premier tore; 
au point de rencontre de ces lignes, leurs tangentes donnent deux 
diamètres conjugués de l'indicatrice. 

Les rayons lumineux bitangents sont, sur le cône d'ombre, des 
génératrices doubles, et, si Ton prend la trace de ce cône d'ombre 
sur une surface extérieure à l'objet éclairé, ces génératrices doubles 
donnent des points doubles de la ligne d'ombre portée; en ces 
points doubles, les tangentes à la courbe d'ombre portée sont les 
traces des plans tangents à (S) aux points de contact des rayons 
bitangents. Les génératrices du cône d'ombre qui passent par les 
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poÎDts limites donnent des points de rcbroassement sar cette courbe 
d'ombre portée, et les tangentes en ces points sont les traces des 
plans tangents à (S) aux points limites. 

Ligne de contonr apparent d'nne sartace à conrbnres opposées. 
— Ce qui précède s'applique lorsque l'on prend la ligne de con- 
tour apparent d'une surface à courbures opposées. Projetons, par 
exemple, un tore sur un plan ; on a [Jîg- 1 83 ] une courbe parallèle 




à une ellipse; j et j' sont des points de rebroussement de la ligne 
de conlour apparent du tore sur ce plan; ces points terminent 
un arc réel jpj' ; les points d eld sont des points doubles de cette 
ligne de contour apparent. 

Si, au lieu de projeter le tore, on suppose celte surface éclairée 
par des rayons lumineux parallèles à la direction des projetantes 
que nous venons de considérer, on obtient toujours {fig. i84) la 




courbe parallèle à une ellipse, mais dans ce cas les arcs utiles sont 
simplement des portions de cette courbe. 

Nous allons appliquer ce qui concerne la courbure des surfaces 
à la construction des tangentes aux lignes d'ombre propre sur les 
surfaces de révolution. Construisons d'abord ces lignes. 
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CONSTRUCTIONS DES LIGNES D'OMBRE PROPRE SUR LES SURFACES 

DE RÉVOLUTION. 



Surface de révolution considérée comme enveloppe de cônes de 
révolution. — Prenons {fig^ i85) un tore dont Taxe estperpendi- 

Fig. i85. 




culairc au plan horizontal de projection; soit (/, V) le point lumi- 
neux. Pour déterminer les points de la ligne d'ombre situés sur 
des parallèles du lore, considérons cette surface comme l'enveloppe 
de cônes de révolution dont les caractéristiques sont ces paral- 
lèles, a'i' étant la projection du parallèle sur lequel nous cherchons 
un point de la courbe d'ombre, menons au point al une tangente à 
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la courbe méridienne. Celle droite est la génératrice de conlour 
pparent du cûne circonscrit au tore le long de a'ft'; la trace de ce 
cône, sur le plan horizontal à la hauteur du point t, est une cir- 
conférence de cercle qui se projette horizontalement suivant la 
circonférence décrite du point o comme centre avec oc pour rayon. 
Les lignes d'ombre propre sur ce côae sont des génératiices que 
l'on obtient en menant du point / des tangentes à cette circon- 
férence; sur ol comme diamètre, on décrit une circonférence de 
cercle qui rencontre en deux points <=, g la circonférence d^-crile 
du point o comme centre avec oc pour rayon; les droites oe, og 
sont les projections lioriïontales des lignes d'ombre sur le cône; 
ces droites rencontrent la projection horizontale du parallèle a'I/ 
en deux points /M et 71, qui sont les projections horizontales de dem 
points de la courbe d'ombre cherchée. 

11 faut tenir compte, dans cette construction, de la position Ju 
parallèle sur le cône relativement au sommet de ce cône et à la base 
de cette surface sur le plan horizontal à la hauteur du point/'; nous 
voyons, dans le cas de la figure, que a'b'esX entre ce plan horizonlal 
et le sommet du cône : les points tels que m et n sont alors eulre 
la projection horizontale o du sommet du cône et les points e, g, 
qui appartiennent à la base de ce cône. 

La courbe d'ombre est symétrique par rapport à la droite ol\ les 
points de la courbe d'ombre qui se projettent sur cette droite sont 
ceux pour lesquels la tangente est horizontale; par conséquent, 
ce sont le point le plus haut et le point le plus bas de cette courbe. 
Pour les construire, on n'a qu'à chercher les points de la courk 
d'ombre situés sur les miîridlens qui se projettent sur ol. 

Quel que soit le méridien du tore, on peut construire les poinls 
de la ligne d'ombre situés sur ce méridien, en considérant le Um 
comme l'enveloppe de cylindres de révolution. On est ainsi con- 
duit aux tracés mêmes que nous venons d'obtenir en cherchant !« 
points de la courbe d'ombre situés sur des parallèles. 

Sur les lignes de contour apparent, on obtient très facilemeni ilfs 
points de la courbe d'ombre propre. Par exemple, sur le plan !"■ 
tîcal de projection, on a des points de la courbe d'ombre propre "-n 
prenant les points de contact des tangentes menées du point /' à 1» 
ligne de contour apparent du tore sur le plan vertical de projection; 
car nous pouvons considérer cette courbe comme la trace sur 1' 
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plan verlical d'un cylindre circonscrit au tore et dont les généra- 
trices sont perpendiculaires au plan vertical de projection. Les lignes 
d'ombre sur ce cylindre sont les perpendiculaires au plan vertical 
qui passe par les points de contact des tangentes à la base de ce 
cylindre menées du point /'; nous avons donc les points i eij qui 
représentent les projections verticales des lignes d'ombre propre 
sur le cylindre projetant le tore. Ces droites rencontrent la ligne de 
contact du tore et du cylindre circonscrit aux points de la courbe 
d'ombre cherchée; les points i et j sont alors les projections des 
points de Tombre propre sur le tore, et en ces points la projection 
de la ligne d'ombre propre est tangente à la ligne de contour appa- 
rent du tore sur le plan vertical. 

Ce que nous venons de dire pour la projection verticale peut se 
répéter pour la projection horizontale. Nous obtiendrons des points 
de la ligne d'ombre propre en menant à la ligne de contour appa- 
rent du tore sur le plan horizontal des tangentes issues du point /. 

Dans le cas où les rayons lumineux sont parallèles entre eux, on 
détermine la courbe d'ombre propre en transportant les cônes cir- 
conscrits au tore de manière à leur donner pour sommet un point 
commun sur l'axe de révolution. 

Surface de révolution considérée comme enveloppe de sphères. 
— Une surface de révolution étant l'enveloppe de sphères, cher- 
chons la ligne d'ombre propre au moyen de sphères enveloppées. 

Considérons {/Ig- 186) la sphère qui touche la surface de révo- 

Fig. 186. 
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lution le long du parallèle ah, La ligne d'ombre propre sur cette 
sphère se projette suivant une courbe semblable à la courbe que 
Ton obtient en prenant une sphère auxiliaire d'un rayon arbitraire. 
Supposons qu'on ait construit cette courbe d'ombre propre sur 
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cette sphère; noua n'avons alors qu'à mener du centre O] unt- 
parallële o, a, au rayon oa, puis du puint a, une parallèle à a/> : 
cette droite renconire la courbe d'ombre propre au point m,; en 
menant du point o une parallèle à o,nit, nous obtenons sur le 
parallèle ab le point m qui appartient à la courbe d'ombre propre 
sur la surface de révolution. 

Quel que soit le parallèle de la surface de révolution, on emploie 
toujours cette même sphère de rayon arbitraire sur laquelle on a 
construit une fois pour toutes la ligne d'ombre propre. 

Lorsque la surface donnée est un tore, on peut prendre pour 
sphère auxiliaire la sphère décrilc du centre du tore avec un rayon 
égal au rayon de la sphère qui, en tournant autour de l'axe de 
révolution du tore, engendre cette surface. Pour obtenir un poinl 
de la courbe d'ombre du tore sur un méridien oo, {Jig. 187). nous 




n'avons qu'à transporter parallèlement à elle-même celle sphère 
auxiliaire avec sa ligne d'ombre propre; le point m de cette lignf 
vient ainsi au point m, tel que min, ^00,. Quel que soit le méri- 
dien considéré, nous devons toujours prolonger les diamètres i'' 
l'ellipse, courbe d'ombre sur la sphère auxiliaire, d'une longaeur 
constante égale à 00,; nous voyons ainsi que la projection hori- 
zontale de la courbe d' ombre propre sur un tore éclairé par rf« 
rayoni lumineujr parallèles est une conchoide d'ellipse. 

Nous pouvons déterminer la normale au point m, à celte courk 
d'ombre; pour cela, menons au point o une perpendiculaire à Ij 
droite om, , et au point m traçons la normale à l'ellipse, projection 
de la courbe d'ombre sur la sphère auxiliaire; ces deux droites ^l' 
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coupent en un point a : la droite am^ est la normale demandée. 
Le point a est, en effet, le centre instantané de rotation pour un 
déplacement infiniment petit du segment mmi, de grandeur inva- 
riable, qui passe constamment par le point o et dont Tune des 
extrémités m décrit une ellipse. 

Le point lumineux est supposé dans le plan méridien parallèle 
au plan vertical de projection. — Cherchons la courbe d'ombre 
propre sur le tore en supposant que le point lumineux X soit 

Fig. i88. 
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(yîg^. i88) dans le plan méridien du tore parallèle au plan vertical 
de projection. 

Nous allons considérer le tore à la fois comme l'enveloppe de 
cônes de révolution et comme l'enveloppe de sphères. Prenons 
le parallèle qui passe par le point a\ le cône circonscrit le long de 
ce parallèle a son sommet au point t ; la sphère circonscrite au tore 
le long de ce parallèle a son centre au point i, où la normale en a 
au cercle méridien du tore rencontre l'axe de révolution de cette 
surface. Par suite de la position particulière du point lumineux^ la 
courbe d'ombre propre sur cette sphère se projette suivant une 
droite ; cette droite rencontre le parallèle ac au point m qui est la 
projection verticale d'un point de la courbe d'ombre. Il résulte de 
cette construction que le point m est le point de rencontre des 
cordes de contact relatives au système des tangentes menées à la 
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circonférence ia à partir des points X et f ; ce point m est alors sur la 
perpendiculaire im abaissée du point i sur la droite \t. 

Si le point X est à Tinfini, c^est-à-dire si les rayons sont parallèles 
entre eux et parallèles au plan vertical de projection , on voit 
qu^on obtient le point m en abaissant du point i une perpendicu- 
laire au rayon lumineux. 

Reprenons le point X à distance finie. On peut dire que le point m 
est, dans Tespace, le point de contact de la sphère, dont le centre est 
au point i\ et d'un plan tangent à cette surface mené par la droite 
X^; le point m est alors le point de contact avec le parallèle am de 
la trace de ce plan tangent sur le plan de ce parallèle. 

Appelons /• le point où la droite Xf rencontre le plan du paral- 
lèle. Puisque, dans l'espace, la droite rm est une tangente à ce pa- 
rallèle, nous avons 

2 

ca ca 

cm=. — zrr r/ï X — • 
cr cr 

Prolongeons la droite at jusqu'au point q où elle rencontre la 
perpendiculaire abaissée du point X sur l'axe de révolution. Nous 
avons alors 

eq 

eX 



car le rapport -~ est égal à — 

Il résulte de cette relation que, si l'on joint le point X au pointa, 
cette droite rencontre l'axe de révolution en un point g'itel que les 
points qjrn, g soient en ligne droite. Ainsi, pour obtenir le point m 
de la courbe d'ombre situé sur le parallèle ac, on trace la droite Xa 
qui donne le point g, on joint ce point g au point q oîila tangente at 
rencontre la perpendiculaire Xe à l'axe de rév^olution; la droite gq 
coupe le parallèle ac au point m demandé. 

Cette construction est applicable pour un parallèle quelconque 
du tore, tandis que la première construction ne conduisait à des 
points de la ligne d'ombre propre que pour les points de cette 
ligne réellement existants. C'est qu'entre ces deux constructions 
il y a cette différence : la première s'appuyait sur la détermination 
possible de tangentes à une circonférence menées d'un point, tan- 
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dis que pour la seconde, si les tangentes au parallèle ac menées du 
point r n'existent pas, la corde de contact de ces tangentes est tou- 
jours réelle; or c'est cette corde, dont la projection donne le 
point m. 



CONSTRUCTIONS DE LA TANGENTE EN UN POINT DE LA UGNE 
D'OMBRE SUR UNE SURFACE DE RÉVOLUTION. 



Première constructiou au moyeu de rindicatrice. — Propo- 
sons-nous de construire la tangente au point (m, mf) [fig- 189) de 
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Fig. 189. 
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la courbe d'ombre. En ce point, la surface est à courbures oppo- 
sées. Nous n'avons donc qu'à chercher la tangente conjuguée du 
rayon lumineux qui passe au point (/tî, m') par rapport aux asym- 
ptotes de l'indicatrice en ce point. 

Cherchons ces asymptotes. Faisons tourner le plan méridien om 
jusqu'à ce qu'il soit parallèle au plan vertical de projection. Le 
point (m, m') vient en (a, a!) ; les axes de l'indicatrice en ce point 
sont, l'une la tangente au méridien, l'autre la tangente au parai- 
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lèle. Sur la tangente au méridicD portons une longueur fl'^'^a'a, 
a'a étant le rayoD de courbure de la ligne méridienne en a'. L'autre 
axe de l'indicatrice est alors (p. 296) une moyenne proportioimelle 
entre a'x et a'p. Pour construire celte moyenne proportionnelle, 
décrivons sur «[3 comme diamètre une demi-circonférence; elle 
rencontre i^g" en un point d, et la longueur de l'autre axe de l'in- 
dicatrice est a'd. Projetons horizontalement les ases de cette indi- 
catrice : le point g' se projette horizontalement en g; l'axe de l'in- 
dicatrice qui est perpendiculaire au plan vertical de projection » 
projette suivant une droite perpendiculaire à la ligne de terre menée 
à partir du point u, et celte droite ah est égale à a'tl. Les projec- 
tions des asymptotes sont alors les droites ap et aq, les points p. <j 
étant obtenus en ç^snanl gp^^gq^ ah. Ramenons mainteniul 
le plan méridien oa de manière que le pointu vienne en m en 
entraînant les droites a^ et aq. Nous avons alors les projections (ie« 
asymptotes de Tindicatrice pour le point m, et il suffît de preodrr 
pur rapport à ces droites la direction conjuguée de la projection da 
rayon lumineux. On peut opérer de même sur le plan vertical Jf 
projection en cherchant les projections verticales des asymplotes 
de l'indicatrice. 

Au point de vue graphique, il est clair qu'au lieu de traceriez 
droites ap et aq on peut immédiatement tracer les projections dei 
asymptotes de l'indicatrice en m. On prend, sur le prolongeinrnl 
de om, un point k tel que infî = ag, puis on élève au point t. nnf 
perpendiculaire à la droite ok et l'on porte sur cette perpcndiculajri' 
à partir du point k deuic segments égaux à a'd; on joint les eitré- 
milés de ces segments au point m, et l'on a les projections liori- 
zonlales des asymptotes de l'indicatrice pour ce point. 

Lorsque le point de la courbe d'ombre est sur une partie dfl' 
surface qui est convexe, on peut opérer comme s'il y avait df' 
asymptotes pour l'indicatrice; puis, quand la constructioo »> 
achevée, on prend par rapport aux axes de l'indicatrice la liroiw 
symétrique de la tangente à laquelle on est conduit, et l'on a li 
droite qu'il s'agissait d'obtenir. On opère ainsi parce que, pour uuc 
ellipse et une hyperbole qui ont les mêmes axes, les diamètres con- 
jugués d'un même diamètre sont deux droites symélriqucs jiM 
rapport à ces axes. En effet, les coeflicients angulaires de ces deui 
diamètres conjugués ne diffèrent que par le signe. 
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Seconde construction au moyen d*une surface du second ordre 
osculatrice et de révolution. — Supposons que le rayon lumineux 
qui passe par le point m de la courbe d'ombre rencontre le plan 
méridien du tore, parallèle au plan vertical de projection, en un 
point X {Jig' ipo)* Nous savons qu'en prenant le point X comme 
point lumineux la courbe d'ombre propre correspondante est tan- 
gente à la courbe d'ombre propre sur le tore relative au premier 
point lumineux. Le problème est donc ramené à la recherche de la 
tangente à la courbe d'ombre propre dans le cas où le point lumi- 
neux occupe la position particulière X. 

Substituons à la surface de révolution donnée une surface qui 
lui soit osculatrice au point m. Nous savons que la courbe d'ombre 

Fig. 190. 
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propre sur celle surface osculatrice est tangente à la courbe 
d'ombre propre sur la surface donnée. Nous ramenons alors le 
problème à la recherche de la tangente à la courbe d'ombre 
propre sur cette surface osculatrice au point m. 

Prenons une surface du second ordre de révolution osculatrice à 
la surface donnée tout le long du parallèle qui contient le point m. 
Cette surface étant de révolution et le point que nous considérons 
comme lumineux se trouvant dans le plan méridien parallèle au 
plan vertical de projection, la courbe d'ombre sur cette surface se 
projette suivant une simple droite, qui est la tangente demandée. 
Effectuons les constructions. 

Cherchons le centre de la conique courbe méridienne de cette 
surface du second ordre. Elevons au point (3 une perpendiculaire 

33 
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à la normale a^ à la courbe méridienne du tore et prenons le point 
de rencontre de cette droite avec la perpendiculaire abaissée du 
centre de courbure a sur l'axe de révolution. Joignons par une 
droite ce point de rencontre au point a\ elle coupe Taxe de révo- 
lution au point o qui est le centre de la conique, d'après ce que 
nous avons trouvé page iy6. Sur cette conique nous avons le 
point a\ symétrique du point a par rapport à l'axe om, et en ce 
point la tangente à cette courbe passe par le point u où la tangente 
en a à la courbe méridienne du tore rencontre cet axe. Ainsi, au 
point a! de la conique, la tangente est la droite a'u. 

Pour avoir la courbe d'ombre sur la surface du second ordre 
osculatrice, nous n'avons qu'à en construire un point, puisque 
cette courbe se projette suivant une droite et qu'elle passe par le 
point m. Cherchons le point situé sur le parallèle qui contient le 
point a!'^ appliquons la construction que nous venons de donner 
pour le cas où le point lumineux est dans le plan méridien pa- 
rallèle au plan vertical de projection. A cet effet, on joint le 
point X au point a! et l'on obtient le point g sur l'axe de révolu- 
tion ; on prend le point de rencontre y de la tangente a'u et de 
la perpendiculaire abaissée du point X sur l'axe de révolution ; on 
joint le point g au point (/. Cette droite rencontre le parallèle qui 
passe par a' en un point n ; ce point n est le point de la courbe 
d'ombre sur ce parallèle; la tangente en m à la courbe d'ombre sur 
le tore est donc la droite mn. 
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Troisième construction de la tangente en un point de la ligne d'ombre 
SJXT une surface de révolution. — Cette construction est basée sur cette 
remarque, faite à la page 3o2 : la direction conjuguée en un point m de la 
tangente à la directrice d'une normalie à une surface (S) est la projection, 
sur le plan (T) tangent en ce point à (S), d'une génératrice du parabololde 
des normales à cette normalie. 

La droite, que l'on doit projeter sur (T), rencontre alors la droite tracée 
sur (T) à partir de m normalement à la directrice de la normalie et les droites 
de courbure de (S] relatives au point m. 
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Prenons [fig> 191) pour plan vertical de projection un plan passant par 
i*axe de révolution d'un tore et pour plan horizontal le plan perpendiculaire 
à cet axe, qui contient le centre o" de la sphère mobile dont le tore est l'en- 
veloppe. 

Sup|K)sons que m soit un point de la projection horizontale de la ligne 
d'ombre et que le rayon lumineux passant en m se projette suivant R. Nous 
devons construire la tangente conjuguée du rayon lumineux projeté en R. 
Nous allons appliquer ce que nous venons de rappeler, en supposant qu*on 
ait une normalie au tore dont la directrice soit tangente en m au rayon 
lumineux. 

Faisons tourner le plan méridien qui contient le point m autour de Taxe 

Fig. 191. 
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de révolution pour l'amener à coïncider avec le plan vertical de projection : 
le point m vient eu m". 

Les droites de courbure du tore relatives à m" sont, Tune , dans le plan 
vertical de projection, la peri>endiculaire o^fl^' au rayon m'^o"; Tautre, Li 
perpendiculaire au plan vertical de projection, qui se projette au point fx. 
La normale à la directrice de la normalie, qui est dans le plan tangent 
en m, se projette verticalement suivant la tangente m^/i^ à la circonférence 
méridienne du tore. Une génératrice du parabololde des normales à la nor- 
malie se projette alors verticalement suivant une droite quelconque ii/i^d*^ 
qui passe par le point fi. 

Pour déterminer ce que devient la projection de cette droite sur le plan 
tangent au tore en m"^ lorsqu'on ramène le oint m" en m, nous allons 
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chercher d'abord pour le point m lu projection de la droite de courbure 
analogue à o" d" et la normale en m à la directrice de la normalie dans le 
plan tangent en m. 

Commençons par cette dernière droite. Elle est Tintersection du plan (T) 
tingent au tore en m et d'un plan mène par m perpendiculairement au 
rayon lumineux qui passe en ce point. La trace horizontale de ce plan est 
la perpendiculaire on abaissée du point o, centre de la circonférence méri- 
dienne du tore, sur la projection horizontale R du rayon lumineux. Cette 
I>erpendiculaire on rencontre en n la trace horizontale du plan (T) : la 
droite mn est alors la projection d'une droite qui, dans ce plan tangent, 
est perpendiculaire au rayon lumineux. 

Quant à la droite de courbure o" d'\ elle se projette, après la rotation, 
suivant la droite od. 

Reprenons la génératrice du parabololde des normales \Lh''d!' qui est pro- 
jetée suivant m" h" e^' ^\xv le plan tangent au tore en m" , Cherchons ce que 
devient cette projection lorsque m' vient en m. Le point é' se ramène en e 
sur od^ le point projeté verticalement en h" vient en h sur mn, La droite he 
est alors, d'après ce qui précède, parallèle à la projection horizontale de la 
tangente à la ligne d'ombre en m. Il suffit donc de mener du point m une 
parallèle à hc pour avoir la tangente demandée. 

Fig. 192. 



Construire les rayons bitangents à un tore éclairé par un point 
lumineux. — Nous avons vu que l'ombre portée par un tore présente, dans 
certains cas, des points doubles et que ces points doubles sont les traces 
des rayons lumineux bitangents au tore. Il y a donc Heu, pour déterminer 
directement ces points doubles, de chercher à construire les rayons bitan- 
gents au tore. 

Considérons l'un de ces rayons et faisons*le tourner autour de Taxe de ré- 
volution du tore. U engendre ainsi un hyperboloide de révolution qui touche 
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le tore suivant les deux parallèles de cette surface engendres par les points 
de contact du rayon bitangent. 

Prenons pour plan de layf^. 192 le plan méridien qui passe par le point 
lumineux s, La section faite par ce plan dans le tore se compose des deux 
circonférences C|, Cj, et la section faite dans Thyperboloïde est une hyper- 
bole qui passe par le point s et qui est doublement tangente à chacune de 
ces circonférences. 

Du point s menons les tangentes sp, sq à Ci et C,. L'hyperbole peut être 
considérée comme le lieu des points pour lesquels la différence des distances 
de ces points aux circonférences C^, C] (distances mesurées suivant les tan- 
gentes à ces circonférences) est constante et égale à ^ — sq. 

Pour construire les points où Thyperbole touche la circonférence C,, nous 
n'avons qu'à prendre le segment sr égal à sq^ afin d'avoir la différence con- 
stante /?r, et il décrire la circonférence concentrique à Ci qui passe par r : 
cette circonférence coupe C, aux points a et b qui sont les points cherchés. 

Ces points appartiennent aux parallèles du tore suivant lesquels cette 

surface est touchée par l'hyperboloïde. Il suffit alors de mener à partir de s 

les droites qui rencontrent ces deux parallèles pour avoir les rayons bi- 

tangents. 

Fîg. 193. 
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Construire les rayons bitangents à un tore éclairé par des rayons 
Inmineox parallèles entre eux. — Le point lumineux s du cas précédent 
est maintenant à Tinfini dans la direction donnée des rayons lumineux. 

Appliquons la construction précédente. Parallèlement à la direction des 
rayons lumineux, menons (fig. 193) des tangentes aux circonférences Ci, 
C,; nous obtenons les points de contact /?, q. Du point q menons la per- 
pendiculaire qr à ces tangentes. La circonférence concentrique à Ct, qui 
passe par r, coupe C, aux points a et ^. Il suffit de mener les droites parai- 
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lèles aux rayons lumineux qui rencontrent les parallèles du tore conte- 
nant a et h pour avoir les rayons lumineux bitangents demandés. 

Dans cette solution, nous avons employé les tangentes qui touchent Ci 
et G} en /» et </. Nous aurions pu prendre les tangentes dont les points de 
contact sont p' et 7', ou /? et q\ ou encore /?' et g ; on a toujours la même 
circonférence concentrique à Ci qui passe par r et r' et qui détermine a 
et h. Menons la corde ab qui rencontre ^rau point t. On a 

Comme les segments rr' et qq' sont égaux, le point / est le milieu de r'^'; 
par suite, ot est parallèle aux rayons lumineux, o étant le centre du tore. 

On a alors cette construction : Du centre o du tore on mène une paral- 
lèle aux rayons lumineux. Sur cette droite on projette en t le centre de Cj. 
La perpendiculaire abaissée du point t sur la ligne des centres de Ci, Cj 
rencontre Cj aux points a et b, 

M. Janin est arrive directement à cette construction (']en i865, étant 
élève à l'École Polytechnique. 



(') Bulletin de la Société Philomathique^ séance du 18 mars i865. 
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SURFACES Hélicoïdales. -GÉOMÉTRIE cinématique. 

HÉLICOIDE DÉVELOPPABLE. — HÉLICOIDE RÉGLÉ. 

(appl. de géom. ciném.) 

DéÛnitions. — Géométrie cinématique, — Tout déplacement infiniment petit d'une 
figure de grandeur invariable est bélicoïdal. — Propriétés relatives au déplacement 
infiniment petit. — Hélicotde développable. — Hélicoïde réglé, — Plan tangent. — 
Développable asymptote. — Construction du point où un plan mené par une géné- 
ratrice touche l'hélicuide. — Courbe de contact de l'hélicoide et d'un cylindre cir- 
conscrit. — Courbe d'ombre. 



SorPLÉMENT. — Théorème relatif k un dièdre mobile. 



Définitions. — Si Ton déplace sur lui-même un cylindre de révo- 
lulion, de façon qu'un de ses points décrive une hélice tracée sur sa 
surface, son déplacement est hélicoïdal. Tout point invariablement 
lié au cjlindre engendre une hélice ayant même pas que Thélice 
tracée sur ce cylindre. La surface engendrée par une ligne invaria- 
blement liée au cylindre est le lieu des hélices de même pas qui 
sont décrites par tous les points de cette ligne : cette surface est 
désignée sous le nom de surface hélicoïdale. L'enveloppe d'une 
surface entraînée est une surface hélicoïdale, car on peut con- 
sidérer cette surface enveloppe comme engendrée par sa caracté- 
ristique. La surface enveloppe d'un plan entraîné porte le nom 
Aliélicoïde dév^eloppable. La surface hélicoïdale engendrée par 
une droite quelconque porte le nom àliélicoïde réglé. 

Dans le cas particulier où la génératrice d'un hélicoïdiB réglé 
rencontre, sans lui être perpendiculaire, l'axe du cylindre qui dé- 
finit le déplacement, la surface engendrée prend le nom de sur^ 
Jace de vis à filet triangulaire. Si la génératrice rencontre Taxe 
du cylindre à angle droit, on a un hélicoïde réglé à plan directeur 
qui porte le nom de surjace de vis à filet carré. 
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Nous donnons à Taxe du rylindre le nom d'are du déplace- 
ment. 

Le déplacement hélicoïdal du cylindre peut être considéré 
comme résultant d'une rotation du cylindre autour de son axe et 
d'une translation dans la direction de cet axe. Si l'un ou l'autre de 
ces déplacements existe seul, on obtient alors comme cas parti- 
culier du déplacement hélicoïdal soit une rotation, soit une trans- 
lation. 
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Tout déplacement infiniment petit d'une figure de granden 
invariable est hélicoïdal. — Nous allons montrer que tout dêpla 
cernent infiniment petit d'une figure déforme invariable est hél^ . 
coïdal, c'est-à-dire qu'on peut le considérer comme résultant d*ui^^ ^ 
rotation infiniment petite et d'une translation infiniment petite ( * ">, 

Nous avons vu (p. a58et suiv.) que, lorsque des plans invari-mr^. 
blement liés passent par une même droite, leurs foyers sont .c ^^ 
la conjuguée de cette droite. Si la droite par laquelle passent lOt/5 
les plans est à l'infini, ces plans sont parallèles entre eux, et k 
droite qui contient leurs foyers est la conjuguée de la droite à Pio- 
fini sur l'un quelconque de ces plans. Cette conjuguée L, qui con- 
tient les foyers de plans parallèles entre eux, nous la désignons 
sous le nom à^ adjointe (^) aux plans. 

Ainsi, V adjointe à un plan est la conjuguée de la droite à i in- 
fini sur ce plan. 

Prenons {fig- 194) des plans (P), (Pi), (Pj) quelconques, inva- ' 

riablement liés. Coupons ces plans par un plan arbitraire (Q1. L^^ 

(') Voir CiiASLESi Notice historique sur la question du déplacement d'une fff^^^ 
de forme invariable [Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, iSoi, 

p. 487). 

W. FicDLER, Géométrie et Géomécanique [Journal de Mathématiques de J/. il^w/, ^t 

3* série, l. IV, p. i^t). > 

(") Étude sur le déplacement, etc. [loc. cit.). 
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traces des plans (P), (Pi), (P2) sur le plan (Q) sont des droites D, 
Dt, Dj qui ont pour conjuguées les droites partant du foyer cf du 
plan (Q) et aboutissant respectivement aux foyers de chacun des 
plans (P), (Pi), (Pî)' Supposons maintenant le plan (Q) à l'infini : 
les droites D, Di, D2 deviennent les droites à Tinfini sur chacun 
des plans (P), (Pi), (P2); leurs conjuguées passent par le foyer du 
plan (Q), et, comme ce plan est tout entier à Tinfîni, son foyer est 
lui-même à l'infini; les conjuguées des droites à l'infini sur chacun 
des plans (P), (Pi), (P2) sont donc des droites parallèles entre 
elles, et, en faisant usage du mot d'(( adjointe » pour désigner ces 
conjuguées des droites à l'infini sur chacun des plans, nous disons : 
Les adjointes de tous les plans de lajigure mobile sont des droites 
parallèles entre elles. 

Menons un plan (T) perpendiculaire à la direction de ces ad- 
jointes. Les foyers des plans parallèles à (T) sont alors sur une 
droite X perpendiculaire à ces plans. Pendant le déplacement de la 
figure, le foyer r du plan (T) se déplace dans la direction de X; 
mais ce plan tourne autour de ce foyer : on a donc simultanément 
une rotation autour de X et une translation dans la direction de 

FIg. 194. 




(Tî> 



cette droite, c'est-à-dire un déplacement hélicoïdal, La droite X 
est l'axe du déplacement; nous voyons aussi que l'adjointe d'un 
plan quelconque est une parallèle à l'axe du déplacement. Pour 
un déplacement infiniment petit, cet axe est aussi désigné sous le 
nom d'flxe instantané de rotation et de glissement. 
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Pendant le déplacement continu d'une figure de forme inva- 
riable , le lieu de ces axes est une certaine surface réglée. Les 
droites de la figure mobile qui deviennent successivement ces 
axes appartiennent à une autre surface réglée. Le déplacement 
continu peut être obtenu au moyen de ces deux surfaces. Les gé- 
nératrices de la seconde surface viennent successivement coïncider 
avec les génératrices de la première, et il y a simultanément, le long 
de chacune de ces droites, rotation infiniment petite et glisse- 
ment (*). 

Lorsque dans la figure mobile il y a un point fixe, il ne peut plus 
y avoir glissement, et les axes de rotation passent tous par le point 
fixe. Dans ce cas, les deux surfaces réglées se réduisent à deux 
surfaces coniques, et il est facile de voir que le déplacement peut 
s'obtenir au moyen du roulement de l'un de ces cônes sur l'autre. 

Prenons les traces de ces cônes sur une sphère décrite du point 
fixe comme centre. On a deux lignes sphériques de grandeurs in- 
variables quelle que soit la position des cônes. Pendant le déplace- 
ment, l'une de ces lignes roule sur l'autre. Sur la sphère^ comme 
sur le plan, tout déplacement continu est donc épicjcloïdaL 

Propriétés relatives au déplacement infiniment petit. — Con- 
sidérons une droite D {Jig* 190) qui fait partie d'une figure de 
forme invariable. Appelons X l'axe du déplacement infiniment 
petit de cette figure. Traçons la perpendiculaire commune rc k\ 
et à D; par cette perpendiculaire commune, menons un plan (F) 
perpendiculaire à D. Pendant le déplacement infiniment petit, le 
point r qui est sur l'axe du déplacement décrit un élément de cette 
droite; rc, qui est perpendiculaire à X et qui est dans le plan (P), 
est la normale à la trajectoire du point r situé dans ce plan (P); 
cette droite contient alors le foyer^du plan (P). 



(' ) C'est dans ses Leçons à la Faculté des Sciences de Paris que Poncblet a fait usage 
de ces deux surfaces réglées pour représenter le déplacement continu d'un corps solide. 

Aux renseignements donnés par M. Chasles dans sa Notice historique, loc. cit. 
nous ajouterons {voir p. 162, 19) et 607) : 

Thomson et Tait, Traité de Philosophie naturelle. 

Beltrami, Du mouvement géométrique d*un solide qui roule sur un autre solide 
{Journal de Mathématiques de Battaglini, t. X, 187a). 

Battagliki, Sur le mouvement géométrique infinitésimal d'un sjrsteme rigide {Journal 
de Mathématiques de Battaglini^ t. X, 187 a). 
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Nous avons démontré que parmi les normales aux trajectoires des 
points d'une figure celles qui sont parallèles à un plan rencontrent 
la conjuguée de la droite à l'infini sur le plan (*), c'est-à-dire 
l'adjointe au plan. Menons au point m de la droite D la normale à 
la trajectoire de ce point, qui est parallèle à (P); cette droite est 
normale à la trajectoire du point m et perpendiculaire à D, c'est- 
à-dire qu'elle est la normale en m à la surface (D ) engendrée par D. 
Elle doit rencontrer l'adjointe au plan (P), c'est-à-dire qu'elle ren- 
contre la droite L menée par le point /* parallèlement à X. 

Ce que nous venons de dire pour le point m est vrai pour tous 
les points de la droite D, et, comme les normales issues des points 

Fiff. 195. 




de cette droite à la surface engendrée par D forment le parabo- 
loïde des normales de cette surface, on voit que L est une généra- 
trice de ce paraboloïde (^). 

La position de L ne dépend que de la direction de D. On voit 
ainsi que pour une position (/uelcoru/ue de là Jigure mobile les 
paraboloïdes des normales aux surfaces engendrées par des 
droites parallèles entre elles passent tous par une même droite. 

Puisque L est une génératrice du paraboloïde des normales à la 
surface (D), le plan mené par D parallèlement à L est le plan cen- 
tral de la surface (D), et, comme la droite L est parallèle à l'axe 
du déplacement, nous voyons que le plan central de la surface 



(*) Cette partie en italique a été oubliée dans l'énoncé qui est au bas de la 
page 360. 

(') La conjuguée A de D étant aussi une génératrice du paraboloïde des normales 
à (D), on Toit que la perpendiculaire commune à D et à sa conjuguée A rencontre 
à angle droit l'axe du déplacement. 
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engendrée par une droite quelconque est, pour une position de la 
figure, le plan mené par cette droite parallèlement à l'axe du 
déplacement. 

On voit aussi que, puisque la droite rc est la perpendiculaire 
commune à L et à D, le point c est le point central sur cette droite. 
La droite rc est la perpendiculaire commune à Taxe du déplacement 
et à D; on peut donc dire que le point central sur la génératrice D 
est le pied de la perpendiculaire commune à cette droite et à 
l'axe du déplacement. 

Parle point^menons la droite Di parallèlement à D, c'est-à-dire 
la perpendiculaire au plan (P), issue du foyer de ce plan. Pour les 
points de cette droite, autres que y, les normales à la surface (D| ) 
qu'elle engendre sont dans le plan (DjL); la droite Dj engendre 
alors un élément de surface développable. Parmi toutes les paral- 
lèles à D, la droite Dj est la seule qui jouisse de cette propriété. 

Par D menons un plan (Q) ; étant entraîné ce plan a une carac- 
téristique C. La normale à la trajectoire du point n de la caracté- 
ristique C, qui est parallèle au plan (P), rencontre L. Mais la tra- 
jectoire du point n est tangente au plan (Q), puisque le point /z 
est un point de la caractéristique de ce plan ; la normale au point n 
à la trajectoire de ce point, qui est parallèle au plan (P), est alors 
la perpendiculaire en n au plan (Q). On peut donc dire que les 
perpendiculaires au plan (Q), issues de tous les points de la ca- 
ractéristique de ce plan, rencontrent L, et, inversement, on obtient 
la caractéristique C du plan [Ç^) en projetant L sur ce plan. 

Nous énonçons ainsi ce résultat : La caractéristique d'un plan 
quelconque (Q) est la projection sur ce plan de l'adjointe à un 
plan qui lui est perpendiculaire. 

Cela se généralise pour un cylindre, et l'on voit que : La carac- 
téristique de l'ens^eloppe d'un cylindre est le lieu des pieds des 
normales à ce cylindre qui rencontrent l'adjointe à un plan per- 
pendiculaire à ses génératrices. 

Ces propriétés générales étant démontrées, nous passons à 
l'étude de l'hélicoïde développable. 
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Plaçons verticalement {fig- 19^) Taxe du déplacement X et pre- 
nons le plan vertical de projection parallèlement à une droite D. 
L'axe X se projette horizontalement au point o. Appelons [f, f) 
les projections du foyer du plan perpendiculaire à D, mené par la 
perpendiculaire commune à cette droite et à Taxe du déplacement. 
C'est la droite Dt, menée par le point y parallèlement à D, qui, pour 
un déplacement infiniment petit, engendre un élément de surface 
développable. Mais si, au lieu d'un déplacement infiniment petit, 
nous prenons un déplacement continu autour de Taxe du déplace- 
ment, de façon à avoir, non plus un élément d'hélice décrit par le 
point y, mais une hélice, la droite Dj, pendant ce déplacement 
continu, engendrera un hélicoïde développable, dont l'arête de re- 
broussement est l'hélice décrite par y. 
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Calculons la distance de l'axe du déplacement à la droite D|. 
Appelons (3 l'angle que Dj fait avec le plan horizontal et H le pas 
de l'hélice décrite par le point f. On a 



ung/3 = 



H 



iTtof 



d'où 



of=i — cet 5. 
27r 
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— est le pas réduit A; on a donc 

0/"=: h coljS. 

Construisons un segment égal à — cotj3. Pour cela, prenons 

y V = y • Soit gc un segment égal au quart de la circonférence 

qui a pour rayon oc. Elevons la perpendiculaire e'I' à la droite X et 
abaissons du point /' une perpendiculaire à la ligne de terre ; cette 
perpendiculaire rencontre og en un point /. La perpendiculaire 
abaissée du point / sur oc rencontre cette droite au point y, qu'il 
s'agissait de déterminer. 
En effet, on a 

If— Vè' —fe' cet S ^ ? cet 6, 

4 

oc-=iry 
o.Tzr 

En portant ces valeurs de //*, oc et gc dans l'expression de 0/, 

on retrouve la valeur 

Hcot;3 

Il est essentiel de porter dans un sens convenable , sur la per- 
pendiculaire abaissée de o sur D<, le segment ainsi construit. Pour 
s'assurer que le segment est porté dans le sens convenable, il suffit 
de voir si l'extrémité y du segment, entraîné dans le déplacement, 
sort de sa position dans la direction de la droite D|. 

Le plan, qui projette D| sur le plan vertical de projection, a pour 
caractéristique la projection de la verticale projetée en y, c'est-à- 
dire qu'il a pour caractéristique la droite D| elle-même. Ce plan 
entraîné a pour enveloppe l'hélicoïde développable engendré par 
D|. Quelle que soit la position de ce plan, il fait constamment le 
même angle avec le plan horizontal de projection ; l'hélicoïde déve- 
loppable fait alors partie des surfaces que l'on désigne sous le nom 
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(le surfaces d'égale pente, dont nous reparlerons plus tard, et 
qui jouissent de cette propriété : leurs plans tangents sont éga- 
lement inclinés sur le plan horizontal de projection. 

A l'occasion des surfaces d'égale pente, nous résoudrons les pro- 
blèmes suivants : déterminer la section d'une pareille surface par 
un plan; mener un plan tangent par un point ou parallèlement à 
une droite, etc. C'est pourquoi nous ne les traitons pas actuelle- 
ment. 

L'arête de rebroussement de l'hélicoïde développable est l'hé- 
lice engendrée par le point/l Quand on développe l'hélicoïde dé- 
veloppable, cette arête de rebroussement se transforme en une 
circonférence de cercle dont le rayon est le rayon de courbure de 

of 



l'hélice arête de rebroussement, c'est-à-dire 



cos*p 
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Reprenons les mêmes données que précédemment. Le point c 
(fie' '97) ^® '^ droite D engendre une hélice sur le cylindre de 

Fig. 197. 




révolution dont la section droite a pour rayon oc. On peut dire 
alors que l'hélicoïde réglé est le lieu des droites également incli- 
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nées sur un plan perpendiculaire à l'axe d'un cylindre de réi^o- 
lut ion et qui touche ce cylindre aux différents points d'une 
hélice. Il résulte de là que le cône directeur de celle surface est 
un cône de révolution. 

Nous avons démontré que le poinl c est le poînl cenlral sur D. 
Cette propriété subsiste pendant le déplacement continu de D, 
c'est-à-dire que l'hélice décrite par le point c est la ligne de stric- 
tion de l'hélicoïda réglé engendré par la droite D. 

Plan tangent. — Proposons-nous de construire le plan tangent à 
rhélicoïde réglé au point m de la droite D. Nous avons démontré 
que la normale en m à la surface engendrée par D, pour un dépla- 
cement infiniment petit, rencontre l'adjointe à un plan perpendi- 
culaire à D; si y* est la projection de cette adjointe, la normale au 
point 771 se projette alors suivant la àrohefni, La trace du plan 
tangent en m est perpendiculaire à cette droite, et, comme elle 
passe par la trace de D, on obtient la trace horizontale du plan 
tangent cherché en abaissant du point b une perpendiculaire sur 
la droite fm. Quel que soit le point pris sur la droite D, on a 
toujours à abaisser du même point b une perpendiculaire sur des 
droites partant du point y. Si Ton prend le point c, on voit que 
la trace horizontale du plan tangent en ce point est confondue 
avec la droite D; le plan tangent en c est donc le plan vertical qui 
projette horizontalement la droite D. Le point c étant le point 
cenlral, nous retrouvons ainsi que le plan central est parallèle à 
l'axe du déplacement. 

Lorsque le point de la droite D, pour lequel on veut construire 
le plan tangent, est à Tinfini, on a, par le poinl y, à mener une pa- 
rallèle à D et à abaisser du poinl b une perpendiculaire sur cette 
droite; on volt ainsi que le plan tangent au point qui est à l'infini 
surD est le plan qui projette celle droite sur le plan vertical de 
projection. 

Développable asymptote de rhélicoïde réglé. — Pendant le dé- 
placement continu de la droite D, si l'on entraîne le plan, qui 
touche la surface au point qui est à l'infini sur D, l'enveloppe de 
ce plan est un hélicoïde développable qui est la dév^eloppable 
asymptote de l'hélicoïde réglé. 
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Construction du point où un plan mené par une génératrice 
touche rhélicoîde réglé. — Un plan quelconque mené par D est 
tangent à Thélicoïde réglé; cherchons directement le point de 
contact de ce plan. Supposons que ce plan soit entraîné en même 
temps que D; sa caractéristique, d'après ce que nous avons vu, 
s'obtient en projetant la verticale^. Cette caractéristique est alors 
une ligne de plus grande pente de ce plan; elle se projette sui- 
vant la perpendiculaire abaissée du point y sur la trace horizontale 
du plan. Mais la caractéristique d'un plan mobile, qui contient 
successivement les génératrices d'une surface réglée, passe par le 
point où le plan touche la surface réglée ; par suite, la perpendicu- 
laire abaissée du pointy sur la trace du plan rencontre la droite D 
au point 771, projection du point où le plan touche l'hélicoïde réglé, 
et nous voyons qu'on obtient la projection du point où un plan 
mené par D touche l'hélicoïde réglé en prenant le point de ren- 
contre de D et de la perpendiculaire abaissée dey sur la trace hori- 
zontale de ce plan. 

11 est utile de remarquer que, d'après cela, la projection hori- 
zontale mf de la caractéristique d'un plan qui passe par une 
droite D contient le pointy, qui est la projection horizontale du 
foyer d'un plan perpendiculaire à D. 

Courbe de contact de rhélicoîde réglé et d'un cylindre circon- 
scrit. Courbe d'ombre. — Proposons-nous de construire la courbe 
d'ombre sur l'hélicoïde réglé éclairé par des rayons lumineux paral- 




/i --'T'-C > -^^ x' < 




i» 



lèles entre eux, c'est-à-dire la courbe de contact de l'hélicoïde réglé 
et d'un cylindre circonscrit dont les génératrices sont parallèles 
au rayon lumineux R ^fig^ '98). 

a3 
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Pour déterminer le point de cette courbe situé sur une généra- 
trice D, menons par cette droite un plan parallèle à R. Ce plan 
touche rhélicoïde réglé en un point qui appartient à la ligne 
d'ombre demandée. Ce plan, passant par D, a une caractéristique 
projetée suivant une droite qui, d'après la dernière remarque 
que nous venons de faire, contient le foyer y du plan perpendi- 
culaire à D; ce plan, étant parallèle à R, a une caractéristique 
projetée suivant une droite qui contient aussi le foyer /) d'un plan 
perpendiculaire à R; la droite /< y, qui joint ces deux foyers, est 
alors la projection horizontale de la caractéristique du -plan mené 
par D parallèlement à R, et elle rencontre D au point m, qui est la 
projection du point de contact de ce plan avec Thélicoïde réglé. 

Pour une autre génératrice D', le foyery, correspondant au plan 
perpendiculaire à cette droite, est sur la perpendiculaire abaissée 
du point o sur D' et à une distance of'=: of. Quant au pointyi, 
il est fixe ; on a alors le point de la courbe d'ombre situé sur IV 
en prenant le point de rencontre de cette droite avec fif- On voit 
ainsi comment on construit par points la projection de la courbe 
d'ombre en faisant usage du point fvnie J\ et des différents points de 
la circonférence décrite du pointo comme centre avecq/^pour rayon. 

Nous avons vu comment on construit le point^ pour une droite D. 
11 est inutile de reprendre pour le point f^ une construction ana- 
logue. Lorsque par la droite D on a mené un plan parallèle au 
rayon lumineux, la caractéristique de ce plan se projette suivant 
la perpendiculaire abaissée du pointy* sur sa trace horizontale, et 
cette dernière droite rencontre au point J^ la perpendiculaire 
abaissée du point o sur la projection horizontale du rayon lumi- 
neux. 
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Théorème relatif à nn dièdre mobile. — - ( a ) est la courbe d'intersection 
de deux surfaces qui se coupent constamment sous le même angle. Au point a 
de cette courbe menons des plans tangents à chacune des surfaces, ces plans 
déterminent im dièdre dont l'arête D est tangente en a à [a]. On peut 
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ëplacer ce dièdre de façon que son arête reste tangente à [a) et que ses 
faces soient toujours tangentes aux surfaces données. 

Pour un déplacement infiniment petit de ce dièdre de grandeur invariable, 
ses faces ont pour caractéristiques des droites G, G' qui passent par a et qui 
sont des tangentes conjuguées de D. 

D'après ce que nous venons de voir dans cette Leçon : 

I* Les plans normaux aux faces du dièdre, menés respectivement par G 
et G', sont parallèles à l'axe du déplacement. La droite d'intersection L de 
ces plans normaux est parallèle à l'axe du déplacement; en outre, on voit 
qu'elle passe par le point a. 

1^ Le plan central de la surface engendrée par D est aussi parallèle à 
Taxe du déplacement. Gomme ce plan contient a, il doit alors contenir L. 
Ge plan central est ici le plan rectifiant de {a), puisque D engendre une 
surface développable. 

Je trouve ainsi ce théorème : 

Lorsque deux surfaces se coupent constamment sous le même angle, les 
plans menés normalement à ces surfaces respectivement par les tangentes 
conjuguées de la tangente D a leur ligne d 'intersection, et le plan rectifiant 
de cette courbe mené par D se coupent suivant une même droite. 

Il permet de retrouver que : 

Lorsque deux surfaces se coupent constamment sous le même angle, si leur 
ligne d'intersection est une ligne de courbure de l'une des surfaces, elle est 
aussi ligne de courbure de l 'autre ( * ) . 

Enfin, comme une courbe quelconque d'un plan ou d'une sphère est une 
ligne de courbure de ces surfaces, on voit par là que : 

Lorsqu*un plan ou une sphère coupe une surface constamment sous le 
même angle, la ligne d'intersection est une ligne ile courbure de cette 
surface (*). 

Dans la trentième Leçon, nous reparlerons du déplacement d'un dièdre. 



(*) Mémoire sur la théorie générale des surfaces, par M. O. Bomxbt {^Journal de VÉ' 
cole Polytechnique y XXXII* Cahier, p. 17). 

(") JoACBiMSTAHL {Joumal de Crellcy t. 30, p. 347); ^' Boîiîîet, Mémoire sur les 
sur/aces dont les lignes de courbure sont planes ou sphériques (^Journal de l*Èeole 
Polytechnique y XXXV* Cahier, p. 120), et J.-A. Serret, Mémoire sur les surfaces 
dont toutes les lignes de courbure sont planes ou sphériques (Journal de Mathéma' 
tiques de M. Liouvilie, i'* série, t. XVII I, p. 128). 
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VINGT-CINQUIÈME LEÇON. 

HÉLICOIDE RÉGLÉ (fin). - SURFACE DE VIS A FILET 

TRIANGULAIRE. 

(APPL. DE GÉOM. CINÉM.). 

Paramètre de distribution des plans tangents à l'hélicolde réglé. — Surface de vis 
à filet triangulaire. — Construction d'une génératrice. — Trace horizontale. — Plan 
tangent. — Contour apparent. — Dessin d'une vis à filet triangulaire. — Courbe 
d'ombre. — Asymptote de Tindicatrice. — Hyperboloide osculateur. — Tangente à 
la courbe d'ombre. 



Paramètre de distribution des plans tangents à rhélicoîde 
réglé. — Construire le paramètre de distribution des plans tan- 
gents à Vhélicoïde réglé. 

Soient o [fig. 199) la projection horizontale de Taxe du dépla- 

Fig. 199. 



cément, (D, D') la génératrice de Thélicoïde, ety la projection de 
l'adjointe L à un plan perpendiculaire à (D, D'). Cette adjointe L 
est une génératrice du paraboloïde des normales à Thélicoïde réglé 
pour la droite (D, D'). 

k étant le paramètre de distribution des plans tangents à Théli- 
coïde réglé, on a 

Ung(D',L) 
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L'angle [T/, L) est le complément de Tangle P que (D, D') fait 
avec le plan horizontal ; on a alors 

k =fc taDg|3 = oc tangjS — o/tangp. 

Nous savons que of est égal à /icot(3; donc 

k :=z oc tangjS — h. 

Dans le cas particulier où le segment oc est nul, c'est-à-dire 
lorsque la droite (D, D') rencontre l'axe du déplacement, le para- 
mètre est égal à h. Ainsi, pour une surface de vis quelconque, le 
paramètre de distribution des plans tangents est égal au pas réduit 
des hélices décrites pendant la génération de la surface de vis. 

Si h est nul, alors la surface n'est plus hélicoïdale; elle est sim- 
plement une surface de révolution. On voit, dans ce cas, que le 
paramètre de distribution des plans tangents à l'hjperboloïde de 
résfolution engendré par une droite D, dont la distance à l'axe 
est oc, est égal à oc tang/3. 

Appelons a Fangle que la tangente à l'hélice décrite par le 
point c fait avec le plan horizontal, on a 

// 
tanga = — 5 

° oc 

d'où 

h:=oc tanga. 

En portant cette valeur de h dans l'expression du paramètre A", 

il vient 

k z=z oc tangjS — oc tanga. 

Pour construire A", portons à partir du point p, où la projection 
verticale de l'axe du déplacement rencontre la ligne de terre, un 
segment pq =:oc; par le point q menons une droite parallèle 
à D', c'est-à-dire faisant avec la ligne de terre l'angle P ; menons 
aussi une droite faisant avec la ligne de terre l'angle a. Ces deux 
droites interceptent sur X un segment qui est égal à A. 

Lorsque a = (3, c'est-à-dire lorsque la droite (D, D') se confond 
avec la tangente à l'hélice décrite par le point c, on voit que le 
paramètre est nul; on a alors une surface développable engendrée 
par la droite mobile. 
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SORFACE DE-VIS A FILET TRIANGULAIRE. 



Supposons maintenant que la génératrice de l'hélicoïde réglé 
rencoDlre l'axe du déplacement sous un angle qui ne soit pas un 
angle droit. La surface engendrée, comme nous l'avons déjà dit, 
porte le nom de surface de vis à filet triangulaire. 

On peut considérer cette surface comme le lieu d'une droite qui 
rencontre constamment sous le même angle l'axe d'un cylindre de 
révolution et qui s'appuie sur une hélice tracée sur ce cjlindrc. 
On voit que le cylindre de l'hélicoïde réglé général, auquel les géné- 
ratrices restent tangentes, se réduit maintenant à une droite; l'hé- 
lice ligne de striction de l'hélicoïde réglé se réduit aussi à cette 
droite. Ainsi, la surface de vis àjilet triangulaire a po tir Ugaede 
striction l'axe du cylindre de révolution que sa génératrice ren- 
contre constamment. 

D'après ce que nous venons de trouver, quelque soit l'angle sous 
lequel la génératrice de la surface de vis rencontre l'axe du dépla- 
cement, le paramètre de distribution est toujours égal au pas 
réduit. Comme pour l'hélicoïde réglé, la surface développable 
asjmptote est engendrée par une droite parallèle à la génératrice 
de la surface de vis et située à une distance de l'ase du cjlindrc 
égale à h cot|5. 

Construction d'une génératrice. — Soit aV {/ig. 3oo) la géné- 
ratrice parallèle au plan verlical de projection. Cette droite, l'axe \ 
du déplacement et la perpendiculaire abaissée du point a* sur cet 
axe, déterminent un triangle qu'on peut entraincr en même temps 
que la génératrice a' é et qui reste de grandeur invariable. Lors- 
que le sommet a' de ce triangle vient au point b' , le sommet c' s'é- 
lève sur l'axe jusqu'au point d' tel que c'rf'=: i'/)'; la génératrice a' 1/ 
vient alors prendre la position b'd' . 

Lorsque le sommet fl* vient au point g' , la génératrice part d« 
point g' et rencontre l'axe sous un angle qui est égal à l'angle con- 
stant que les génératrices font avec X. Dans celte position, la gén^ 
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ratrîce est rencontrée par a! d\ ce point de rencontre, pendant le 
déplacement de la génératrice de la surface, décrit une hélice qui 
est une ligne double de la surface de vis. 

Ce que nous disons pour la génératrice qui part du point ^ peut 
se répéter pour toutes les génératrices qui partent des points situés 
sur la ligne de contour apparent du cylindre qui contient le point gf'. 




:t:^;r--\ / 



,i/;/r 



r / 



Il y a donc sur al é une infinité de points qui décrivent des hélices 
doubles de la surface. Ainsi, sur la surface dé vis il y a une infi- 
nité d' hélices doubles. 

Trace horizontale. — La génératrice i'rf' se projette horizontale- 
ment suivant la droite ob ; la trace horizontale de cette droite est 
au point /. 

On a 

ol = ob -f- bl. 

En désignant par R le rayon du cylindre et par P Tangle que les 

génératrices de la surface de vis font avec le plan horizontal, on 

obtient 

o/r=R 4- b'p' cote. 



En désignant par o) Tangle aoby Vjf est égal à Aco, et, par suite. 
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[NGT-CINQUIEUE LEÇON'. 



ol OU p^^R + AcotjSu, 

équation en coordonnées polaires d'une spirale d'Archinwde. 

Celle spirale passe par le point o, par le point a, par le point /, 
et, si l'on considère la surface de vis dans toute son étendue, c'esl- 
à-dire en ne prenant pas seulement la partie qui est au-dessus du 
plan horizontal, on a alors une spirale complète ; ses points doubles 
sont les traces des hélices doubles dont nous venons de parler. 

Plan tangent. — On peut considérer la surface de vis comme 
engendrée par cette spirale entraînée pendant le déplacement héli- 
coïdal. 

Si l'on coupe la surface de vis par un plan horizontal à la hauteur 
du point m', qui se projette horizontalement en m, on a la spirale 
passant par le point {m, m'). 

Pour avoir le plan tangent au point [m, m') à la surface de vis, 
on peut construire la tangente à la spirale qui contient ce point, el 
pour cela prendre la sous-normale de celte spirale. La valeur de lu 
sous-normalc de la spirale est 



rfp 



~ h cota, 



comme on le voit tout de suite au moyen de l'équation de la 
courbe. Il suffit donc de porter à partir du point o, sur une piT- 
pendiculaire à om, une longueur o/=/icot|3, et, en joignant V 
pointyau point m, on obtient une droite perpendiculaire à la trace 
du plan tangent en (r», m') sur le plan horizontal qui contient cr 
point, c'est-à-dire une droite qui est perpendiculaire à la trace 
horizontale du plan tangent. Nous retrouvons ainsi la constructinn 
à laquelle nous sommes arrivés pour l'hélicoïde réglé. 

La droites/m est aussi la projection horizontale de la caractéris- 
tique du plan tangent en (/n, m'); cette caractéristique est tangenU' 
en ce point à la surface de vis. Les caractéristiques de tous les plans 
tangents à la surface de vis pour la génératrice ol sont donc d« 
droites tangentes à la surface aux difiTérents points de la généra- 
trice ol cl qui rencontrent une même verticale f; ces droil« 
déterminent l'hyperboloïde qui passe par la verticaleyet qui est de 
raccordement à la surface de vis pour la génératrice ol. 
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Du reste, nous savons que l'on construit la caractéristique d'un 
des plans tangents à la surface de vis pour la droite olen projetant 
sur ce plan la verticale/^; cette caractéristique est donc Tarête d'un 
dièdre droit dont Tune des faces est le plan tangent et dont l'autre 
face est le plan perpendiculaire à celui-ci, mené par la droite y. 

On voit ainsi que toutes ces caractéristiques appartiennent à la 
surface lieu de l'arête d'un dièdre droit dont les faces passent, 
l'une par la génératrice ol de la surface de vis, l'autre par la ver- 
ticale projetée au point y. On sait que le lieu de cette arête est un 
hyperboloïde dont les sections circulaires sont dans des plans res- 
pectivement perpendiculaires aux deux droites fixes par lesquelles 
passent les faces du dièdre. L'hyperboloïde de raccordement formé 
par les caractéristiques des plans tangents doit donc avoir pour sec- 
tions circulaires les sections faites par des plans horizontaux; et, en 
effet, si l'on prend le point de rencontre dejm avec la trace horizon- 
tale du plan tangent, on a un point qui est la trace horizontale de 
la caractéristique projetée suivant^/n, et le lieu de ce point est 
évidemment la circonférence décrite sxxvfl comme diamètre. 

Par le point / menons une droite quelconque et considérons 
cette droite comme la trace horizontale d'un plan mené par la 
génératrice de la surface; on obtient la projection du point où ce 
plan touche la surface de vis en abaissant du point y une perpen- 
diculaire sur cette droite et en prenant le point où cette perpen- 
diculaire rencontre la génératrice ol de la surface de vis. 

Nous allons faire usage de cette construction pour déterminer le 
contour apparent de la surface de vis sur le plan vertical de pro- 
jection. 

Contour apparent. — Le contour apparent de la surface de vis 
sur le plan vertical de projection est l'enveloppe des projections 
verticales de ses génératrices. Le point où une génératrice telle 
que b'd' (Jig- 201) touche cette enveloppe est la projection ver- 
ticale du point où le plan, qui projette Vd' sur le plan vertical de 
projection, touche la surface de vis. 

Pour construire le point de contact de ce plan avec la surface 
de vis, élevons au point o une perpendiculaire à oi, projection 
horizontale de la génératrice b'd', et portons sur cette perpendi- 
culaire, dans le sens convenable, un segment q/* égal à Acot|3. 
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Du point J abaissons une perpendiculaire sur la trace horizontale 
du plan tangent à la surface de vis. Cette trace horizontale étant 
perpendiculaire à la ligne de terre, la droite que nous menons du 
point f est parallèle à la ligne de terre ; elle rencontre oh en un 
point rriy dont la projection'verticale est le point ni y où la droite Va' 
est tangente à l'enveloppe des projections verticales des généra- 
trices de la surface de vis. 

Cette construction étant répétée pour différentes génératrices, 
on a des points de la courbe de contour apparent sur le plan 
vertical de projection. 

Fig. aoi. 







^ 



^t! 



ô^- - 



^ 



Cette courbe est tangente à la projection verticale de Thélicc 
directrice, puisque cette dernière courbe est tracée sur la surface 
de vis. La courbe de contour apparent touche Taxe X, puisqu'il 
y a des génératrices de la surface qui se projettent sur cette droite. 

Enfin, si l'on emploie la même construction pour la génératrice 
parallèle au plan vertical de projection et qui passe par le point d^ 
on trouve sur cette droite un point qui est à l'infini; cette droite 
est alors une asymptote de la courbe de contour apparent. Celte 
courbe est donc placée comme on le voit sur la figure. Il est utile 
de remarquer le sens dans lequel elle tourne sa concavité. 

Dessin d'une vis à filet triangulaire. — Prenons (^^. 20a) 
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nn cylindre qu'on appelle le noyau de la vis. Dans le plan méridien 
parallèle au plan vertical de projection, traçons un triangle isoscèle 
a,i,a dont la base soit un segment [-2 de la ligne de contour 
apparent de ce cylindre. Donnons à ce triangle un déplacement 
hélicoïdal tel que le pas de l'hélice décrite par le sommet i soit la 
base i-a, c'est-à-dire que, lorsque le point i reviendra sur la ligne 
de contour apparent, il arrivera au point 2; puis, successivement, 
sur cette même ligne de contour apparent, îl viendra aux points 3 , 4t 
qui sont distants d'un intervalle égal à la base i-a. 




Lorsque le point i vient sur l'autre ligne de contour apparent, 
il la rencontre au point 1', qui est sur une droite perpendiculaire à 
l'axe à égale distance des points i et 3 ; le sommet a du triangle 
isoscèle qui engendre le filet de la vis vient en a', lorsque le point ■ 
est venu en 1', et alors le triangle prend la position iVa'. Puis, ce 
triangle continuant à se mouvoir, sa base 1'- 3' vient coïncider avec 
le segment i-'i, et le sommet 1/ vient au point b; en poursui- 
vant, nous trouvons le point h', nouvelle position du sommet du 
triangle, et la base vient en 2'- j'. 

Traçons les hélices décrites par les sommets de ces triangles. 
Le point a décrit une hélice tangente en a à une parallèle à l'axe 
du cylindre, et qui arrive en a' tangentiellement à la parallèle à 
l'axe du cylindre mené par te point a'. 

Traçons les hélices décrites par le point 1 et par le point 2. Le 
côté a-1 engendre une surface de vis à ûlet triangulaire qni, 
d'après ce que nous venons de voir, a pour contour apparent une 
courbe tangente à l'hélice décrite parle point a et à l'hélice décrite 
par le point 3. 
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En répétant la même construction pour rhélîce décrite par le 

point b et pour la surface de vis engendrée par le côté i-a, nous 
aurons un arc de courbe tangent à Thélice décrite par le pointa et 
à l'hélice décrite par le point 2. 

On peut continuer ainsi en traçant les courbes de contour appa- 
rent des surfaces de vis engendrées par les côtés du triangle pen- 
dant le déplacement hélicoïdal. Pour achever de montrer la dispo- 
sition de la vis, nous avons tracé quelques génératrices des surfaces 

de vis engendrées par les côtés a-i et a-i. 

Courbe d'ombre ( * ). — Pour construire la courbe d'ombre sur 
la surface de vis éclairée par des rayons lumineux parallèles, nous 
n'avons qu'à faire usage de la construction à laquelle nous sommes 
arrivés pour l'hélicoïde réglé quelconque. 

Cherchons [fig* 2o3) le point de la courbe d'ombre sur la géné- 

Fig. 2o3. 



■^'KAva 



ratrice D. Élevons au point o une perpendiculaire à cette droite, 
et portons dans un sens convenable un segment o/'égal à Acot{3; 
déterminons, relativement au rayon lumineux, un pointy< tel que 
ofx = J^ coty, y étant l'angle que le rayon lumineux fait avec le 
plan horizontal de projection. Nous savons que, le point y étant 
connu, on construit facilement le pointai. 

Joignons le pointeau point yi; la droite yi y rencontre la droite 
D au point m, qui est la projection du point de la courbe d'ombre 
situé sur cette génératrice. 



(*) Voir à ce sujet une intéressante Note du général Porcelet, à la page 456 du 
Tome I de ses Applications d*Jnaljrse et de Géométrie, 
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Pour une autre génératrice D', on élève au point o une perpendi- 
culaire à cette génératrice ; cette droite rencontre en un point^ la 
circonférence décrite du point o comme centre avec q/'pour rayon ; 
en joignant le pointyj, qui est un point fixe, au pointy', on a une 
droite qui rencontre la génératrice D' au point nJ de la projection 
de la courbe d'ombre. 

On obtient ainsi la construction par points de la projection hori- 
zontale de la courbe d'ombre. 

Asymptote de rindicatrice. — Déterminons {fig* 204) l'asym- 
ptote de l'indicatrice de la surface pour le point m de la génératrice D. 

Fig. 204. 




Le plan tangent en m à la surface de vis, entraîné dans le dépla- 
cement hélicoïdal, a une caractéristique qui se projette suivant la 
droite y)7i, le pointy étant déterminé comme précédemment. Pen- 
dant ce déplacement, le point m décrit une hélice dont la tangente 
se projette horizontalement suivant la perpendiculaire élevée du 
point /n à la droite D. Ces deux droites, la caractéristique et la 
tangente en m à Thélice décrite par ce point, sont deux tangentes 
conjuguées. 

La génératrice D est Tune des asymptotes de l'indicatrice en m. 
Pour avoir l'autre asymptote, il faut construire une droite telle 
que, par rapport à cette droite et à D, le système de tangentes con- 
juguées que nous connaissons soit un système de diamètres con- 
jugués. 

Pour cela, nous n'avons qu'à prolonger o/'jusqu'au point i, tel 
que fi = of. En joignant le point m au point i, nous obtenons 
la projection de l'asymptote de l'indicatrice qu'il s'agit de déter- 
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miner, puisque la droite oi est parallèle à la projection horizon- 
tale de la tangente en m à Thélice décrite par ce point et que la 
droite tti/' joint le point m au milieu du segment oi intercepté par 
les projections desj deux asymptotes. 

Hyperboloide osculateur. — Il résulte de cette construction 
que les asymptotes des indicatrices relatives aux points de la 
génératrice D se projettent suivant des droites passant par le 
même point i. Mais le lieu de ces asymptotes est l'hyperboloïde 
osculateur de la surface de vis pour la génératrice D ; on voit donc 
que cet hyperboloide contient la verticale projetée au point i. On 
l'obtiendra alors en construisant Thyperboloïde de raccordement à 
la surface de vis le long de D, qui contient la verticale i. 

On pouvait prévoir que l'hyperboloïde osculateur de la surface 
de vis pour D avait Tune de ses génératrices perpendiculaire au 
plan horizontal de projection, car toutes les génératrices delà sur- 
face rencontrant l'axe X, cette droite, pour le point où la généra- 
trice D la rencontre, est une asymptote de l'indicatrice. L'axe 
appartient alors à l'hyperboloïde osculateur. Nous avons, par con- 
séquent, un hyperboloide dont on projette les génératrices de l'un 
des systèmes sur un plan perpendiculaire à l'une des droites X de 
ce système; elles se projettent donc toutes suivant des droites 
passant par le point qui est la projection de la génératrice paral- 
lèle à X. 

Tangente à la courbe d'ombre (*). — Soit à déterminer 
[Jig' 2o5 ) la tangente en m à la projection de la courbe d'ombre 
qui passe par ce point. Prolongeons o/' jusqu'au point i, tel que 
yï= q/; en joignant le point m au point i, nous avons l'une des 
asymptotes de la projection de l'indicatrice relative au point pro- 
jeté en m; la génératrice est l'autre asymptote. 

Nous devons maintenant prendre la direction conjuguée de la 
projection horizontale du rayon lumineux par rapport au système 
des deux droites mo^ mi. Pour cela, menons par le point i une paral- 



( * ) Foir PoNCELET, Application de la méthode de Roberval au tracé des tangentet 
aux courbes de contour apparent et de séparation d'ombre et de lumière dans l'épure 
de la vis à filet triangulaire {^Applications d'Analyse et de Géométrie, t. I, p. 41? )• 
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lèle à la projection horizontale du rayon lumineux, c'est-à-dire une 
perpendiculaire à ofx ; cette droite rencontre om au point p ; il faut 
prendre le point t milieu du segment ip. Ce point est sur la tan- 
gente à la circonférence dont le rayon est of\ en effet, cette 
tangente, étant parallèle à op, rencontre la droite ip en son milieu t, 



puisque le point^est le milieu du segment oi ; la tangente demandée 
est donc la droite mt. 

Menons par le point o une parallèle à ip, et appelons r le point 
où cette droite rencontre la tangente tf. 

Puisque of=:fi, on a tf-=.fi\ 

On peut donc déterminer le point t sans construire d'abord le 
point I. La construction de la tangente se réduit à ceci : 

A V extrémité f du rayon perpendiculaire à la génératrice D 
ijfui contient le point m de la courbe d'ombre, on mène une tan- 
gente à la circonférence de rayon of\ cette tangente rencontre 
le diamètre parallèle à la projection horizontale du rayon lumi- 
neux au point r. On porte sur la tangente enj le segment ft =fry 
et la droite mt est la tangente demandée. 
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SURFACE DE VIS A FILET TRIANGULAIRE (fin). 
SURFACE DE VIS A FILET CARRÉ. 

(APP. DE GÉOM. CINÉM.). 

Formes diverses de la projection de la courbe d'ombre. — Construction des poiots 
de la courbe d'ombre situés sur une hélice donnée. — Construction des points de 
la courbe de contour apparent situés sur Thélice directrice. — Surface de vis à filet 
carré, — Plan tangent. — Asymptote de Tindicatrice. — Paraboloîde osculateur. — 
Lignes de courbure. — Rayons de courbure principaux. — La surface de Tis à filet 
carré considérée comme une normalie. — Courbe d'ombre. — Points limit» sur 
la courbe d'ombre. — Dessin d'une vis à filet carré. 



ScppLÉM£!(T. — Construction des centres de courbure principaux de la surface de tîs 
à filet triangulaire. — Construction des centres de courbure principaux de la sur- 
face de vis à filet carré. 



La courbe d'ombre sur la surface de vis à filet triangulaire pré- 
sente, en projection sur le plan horizontal, différentes formes selon 
rinclinaison du rayon lumineux. 

Formes diverses de la projection de la courbe d*ombre. —£o 

désignant toujours par y l'angle que le rayon lumineux fait avec le 
plan horizontal de projection et par j3 l'angle que les génératrices 
de la surface de vis font avec le plan horizontal, nous avons à 
examiner les trois cas suivants : 7!>/3, 7<[13, 7 = (3. 

Pour déterminer la projection de la courbe d'ombre, nous em- 
ployons un point y< , dont la distance 0/1 à la projection horizontale 
de l'axe du cylindre, sur lequel est tracée l'hélice directrice de la sur- 
face de vis, est égale à h coly^ et une circonférence dont le rayon 0/ 
est égal à h cot(3. 

Il résulte de ces valeurs de of el de o/i que, lorsque 7 est plus 
grand que |3, o/i est plus petit que of\ le point f^ est alors 
[fig'^oG) à l'intérieur de la circonférence qui a pour rayon 0/. 
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Pour avoir le point de la courbe d'ombre situé sur la généra- 
trice D, élevons au point o une perpendiculaire o/*à D; joignons 
le point f au point f^j la àvoiieffx rencontre D au point m, qui 
appartient à la projection horizontale de la courbe d'ombre sur la 
surface de vis éclairée par des rayons lumineux parallèles entre 
eux et perpendiculaires à o/J. Lorsque le point /parcourt la cir- 
conférence décrite avec Acot(3 pour rayon, le point m, sommet 
du triangle rectangle mof^ dont les hypoténuses passent par le 
point fixey<, décrit la courbe dont nous allons chercher la 
forme. 

Menons le diamètre pq parallèlement à la projection du rayon 




pu' TV- i-;v-- . ^n 




lumineux. Le point f se rapprochant du point y, le point m se 
rapproche du point /"^ lorsque le point y arrive au point y, le 
point m vient au pointai et la droite y^i m devient la tangente ^i y 
à la courbe au pointai. Ce que nous disons pour le point ^, nous 
pouvons le répéter pour le point />; la courbe est, du reste, symé- 
trique par rapport au diamètre qui contient le point yj. 

Ainsi : le point f^ est un point double de la projection horizon- 
tale de la courbe d'ombre, et les tangentes en ce point double 
sont les droites qui joignent le point f^ aux extrémités du dia- 
mètre pq, perpendiculaire à of\, 

La droite m/* rencontre la circonférence en deux points^ety'; 
à chacun de ces points correspond un point de la courbe. Nous 
avons alors sur celte droite partant du point/) deux points m et m' 
delà projection horizontale de la courbe d'ombre. Nous voyons donc 
que sur la droite mm' il y a les deux points confondus au point ^ 
et les deux points m et m', c'est-à-dire quatre points ; cette droite 
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rencontrant la courbe en quatre points, la projection horizontale 
de la courbe d'ombre est donc du quatrième degré. 

Les droites om^ oni^ étant respectivement perpendiculaires aux 
côtés du triangle isoscèleyb/', déterminent aussi avec la droite mw! 
un triangle isoscèle ; la perpendiculaire abaissée du point o sur la 
base mni passe donc au milieu de cette base. Si nous appelons i le 
milieu de Jf\ ce point i est le milieu de mni ; le lieu des points 
analogues au point i est le lieu des milieux des cordes telles 
que mni qui passent par le point fx ; c'est une ligne diamé- 
trale de la courbe d'ombre. Les points tels que i appartiennent à 
la circonférence décrite sur q/'< comme diamètre ; cette circonfé- 
rence est donc une ligne diamétrale de la projection de la courbe 
d'ombre. 

Lorsque le point y vient au point r, extrémité du diamètre qui 
passe par le pointai, le point m vient au point o, et la droite om 
devient perpendiculaire à ce diamètre f r : la courbe arrive donc 
au point o tangentiellement à la ligne op\ en continuant, on voit 
que la courbe revient passer par le point/i et contient le point m'\ 
enfin l'on achève en poursuivant le déplacement du point y. 

Fig. 207. 




Supposons maintenant 7 <C (3 ; alors on a q/^i > of et le point/i 
{fie' ^^7) ^st en dehors de la circonférence décrite avec Acot^ 
pour rayon. Le point ^ est encore un point double de la courbe, 
et les tangentes en ce point sont les droites qui joignent le point^ 
aux extrémités du diamètre py, perpendiculaire à ofx ; on a, comme 
précédemment, une boucle tangente au point o à la droite pq. 
Cherchons les points de la courbe qui se trouvent sur les tangentes 
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que l'on peut mener à la circonférence à partir du point yj. Appe- 
lons y le point de contact de Tune de ces tangentes. On doit 
joindre le point o au point /*; on obtient ainsi une droite perpen- 
diculaire ^f\f\ puis on élève au point o une perpendiculaire à ofy 
et Ton a la projection de la génératrice sur laquelle se trouve le 
point qui est à la rencontre de cette droite avec f^f\ ces deux 
droites étant parallèles entre elles, ce point est à l'infini. Nous 
voyons déjà que la ligne f\f est la direction d'une asymptote; 
construisons la tangente en ce point à Tinfini. Nous savons que 
nous devons prendre le point de rencontre de la tangente en f 
avec le diamètre py perpendiculaire k of^y et porter le segment y)' 
jusqu'au point t sur cette tangente fr; le point t appartient à la 
tangente à déterminer. Il résulte de cette construction, puisque 
le point t est sur la ligne yi/*, que cette droite est l'asymptote 
elle-même. Ainsi, les tangentes que l'on peut mener à la circon- 
férence à partir du point /J sont des asymptotes de la courbe, 

Fig. 208. 
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Enfin supposons y = (3, c'est-à-dire q/l = of. Nous avons encore 
{Jig» 208) un point double au point y, et les tangentes en ce 
point sont les droites qui joignent le point f^ à l'extrémité du 
diamètre pq, perpendiculaire à ofi\ ces droites, actuellement, 
sont perpendiculaires l'une à Tautre. 

Sur une droite ^y, indépendamment du point y, nous obte- 
nons les points de la courbe en élevant respectivement des per- 
pendiculaires à q/* et o/J . Nous voyons ainsi que le point de ren- 
contre de f^f avec le diamètre pq est toujours un point de la 
projection de la courbe d'ombre; cette droite pq fait, par con- 
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séquent, partie du lieu. Celui-ci se décompose en une droite, et 
la partie restante est du troisième degré. 

La tangente à la circonférence au point /) donne la direction 
d'une asymptote; cherchons cette droite. Du point o abaissons 
sur la droite mm! la perpendiculaire oi, La perpendiculaire il 
abaissée du point i sur pq est toujours la moitié de la perpendi- 
culaire mh abaissée du point m sur ce même diamètre pq, puisque 
le point i est le milieu de mmf. Lorsque la droite fifj tournant 
autour du pointai, devient la tangente en J\ à la circonférence, 
le point i vient se confondre avec le point/j et la perpendiculaire il 
devient le rayon yjo. La distance du point m à pq est toujours 
double de la distance du point i à cette même droite; lorsque le 
point m est à Tinfini, sa distance au diamètre pq est alors double 
de q/J. Ainsi, V asymptote est perpendiculaire à of^ et est à une 
distance du point f^ égale au rayon f^o, 

La projection de la courbe d'ombre, dans ce cas, est la courbe 
connue que l'on nomme strophoïde. Il est facile, sur la figure, de 
retrouver quelques-unes des propriétés de cette courbe. Lorsque, 
par exemple, le point y vient en y, extrémité du diamètre yb, le 
point du lieu est en n sur la droite yjy*'; dans le triangle m/f\ les 
droites y*yi, mo sont deux hauteurs, et l'on a alors 

— ï 

on X om = qf . 

Ainsi la courbe est telle, que y si sur une droite om on prend un 

/• 

rayon vecteur on = — j on retrouve la courbe elle-même. Le lieu 
•^ cm 

des points tels que n est la transformée de la courbe par rayons 
vecteurs réciproques ; la courbe se transforme donc en elle-même 
par rayons vecteurs réciproques ( * ) . 

On peut remarquer encore cette propriété : Si un angle droit tel 
que mfn a son sommet au point double fj les hypoténuses telles 
que mn passent par le point Jixe o de la courbe. 

Construction des points de la courbe d'ombre situés sur une 



(') Celte courbe est alors une anallagmatique du troisième degré. M. Moctard a 
donné le nom à* anallagmatique à une courbe qui se transforme en elle-même par 
rayons yecteurs réciproques {Nouvelles Annales de Mathématiques, a*8érie, t. III, p. 307). 
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hélice. — Construire les points de la courbe d'ombre situés sur 
une hélice tracée sur la sur/ace de vis; en d'autres termes, on 
demande les points de la courbe d'ombre qui, en projection hori- 
zontale, se trouvent sur une circonférence dont le centre est au pied 
de Taxe de la surface de vis. 

Décrivons {Jig' 209) une circonférence (i) dont le rayon est 

Fig. 209. 
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égal à Acoty, une circonférence concentrique (2) dont le rayon 
est égal à AcotjS, et enfin décrivons la circonférence donnée, con- 
centrique aux deux premières, sur laquelle on se propose de con- 
struire des points de la courbe d'ombre. Sur la circonférence (i), 
nous avons le point fixc^i. Traçons, à partir du point o, deux 
droites oi, oc perpendiculaires l'une à l'autre; limitons l'une à la 
circonférence projection de l'hélice donnée, et l'autre à la circon- 
férence (2) ; joignons les extrémités i et c de ces deux droites et 
prolongeons la droite ic jusqu'au point d de la circonférence (i); 
joignons le point d au point o. Si nous faisons tourner l'ensemble 
de la figure formée par les droites oc, ob, od et cd de façon que 
la droite od vienne coïncider avec la droite ofu il est clair que 
le point b viendra en un point m, qui est un des points demandés, 
parce que, dans cette position, la figure obtenue est celle qu'il 
faudrait établir pour construire le point de la courbe d'ombre sur 
la génératrice om. Nous n'avons donc, pour chercher les diffé- 
rents points demandés, qu'à examiner les différentes positions que 
peuvent prendre, l'une par rapport à l'autre, des droites analogues 
àorfet oc. Ainsi, le point d peut être au point d sur le prolonge- 
ment de la droite de, et, après avoir fait tourner la figure autour 
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du point o de façon que le rayon od! vienne coïncider avec o/*,, le 
point b viendra prendre une certaine position sur la circonférence 
donnée, et nous aurons encore un des points demandés. 

Nous pouvons prendre les droites perpendiculaires Tune à l'autre 
ob et oc'. Joignons le point c au point i, nous obtenons le 
point diy et, après avoir fait tourner la figure autour du point o 
de façon que le rayon od^ vienne coïncider avec la droite o/j, nous 
trouvons pour le point b une nouvelle position sur la circonfé- 
rence donnée; c'est encore un point qui répond à la question. 
Enfin, prolongeons la droite dib jusqu'au point cT^, nous pou- 
vons faire tourner la figure de façon que od\ vienne coïncider 
avec q/i, et nous arrivons encore à l'un des points cherchés. 
Nous avons trouvé ainsi, sur la circonférence donnée, les quatre 
points m, m^, /7i2, m^ qui répondent à la question, c'est-à-dire 
qui sont des points de la projection horizontale de la courbe 
d'ombre situés sur la circonférence donnée. 

Construction des points de la courbe de contour apparent situés 
sur l'hélice directrice. — Le problème que nous venons de traiter 
d'une façon générale s^applique au cas particulier où le cylindre 
circonscrit à la surface de vis a ses génératrices perpendiculaires 
au plan vertical de projection et où l'hélice donnée est l'hélice 
directrice de la surface de vis. Dans ce cas, la trace de ce cylindre 
sur le plan vertical de projection est la courbe de contour apparent 
sur ce plan vertical, et les points sur l'hélice directrice sont les 
points où la courbe de contour apparent touche cette hélice. 

En projection horizontale, on a toujours {fig» aoi) une circon- 
férence décrite avec h cotj3 pour rayon. Le cylindre circonscrit 
a ses génératrices perpendiculaires au plan vertical; tous ses plans 
tangents sont perpendiculaires au plan vertical de projection et 
ont, par conséquent, leurs traces horizontales perpendiculaires à 
la ligne de terre. Les droites qui partent des points tels que y et 
qui rencontrent les génératrices en des points de la projection 
horizontale de la courbe de contour apparent sont alors parallèles 
à la ligne de terre. 

Pour avoir les points situés sur l'hélice directrice, on construit 
le triangle rectangle bof\ on le fait tourner autour du point o 
jusqu'à ce que son hypoténuse soit en e/), parallèle à la ligne de 
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terre, le côté o/J étant dirigé convenablement par rapport à oe. Le 
troisième sommet du triangle rectangle est alors sur la circonférence 
base du cylindre en un point e, qui est la projection horizontale 
du point e' demandé. 
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La surface de vis à filet carré est la surface lieu des droites 
perpendiculaires à Taxe d'un cylindre et qui rencontrent une hélice 
directrice tracée sur ce cylindre. Toutes ces droites sont paral- 
lèles au plan perpendiculaire à Taxe du cylindre; la surface admet 
donc ce plan comme plan directeur. 

L'axe du cylindre est une ligne de striction de la surface de vis. 

Le paramètre de distribution des plans tangents est égal, comme 
nous l'avons vu, au pas réduit de l'hélice directrice. 

Plan tangent. — Prenons {Jig- 210) un plan horizontal de pro- 
jectipn perpendiculaire aux génératrices du cylindre. Pour le 
point {^jb) de l'hélice directrice, nous obtenons les projections 
de la génératrice en menant d'une part la droite iV parallèle à la 
ligne de terre et d'autre part la droite ob qui passe par le centre o 
de la circonférence projection horizontale du cylindre. 

Cherchons le plan tangent au point (m', m) de (c'i', ob). Pre- 
nons un paraboloïde de raccordement le long de cette géné- 
ratrice. Conservons le plan directeur de la surface comme plan 
directeur du paraboloïde, et prenons, pour directrices de cette 
surface, l'axe du cylindre et la tangente au point b' à l'hélice. Ce 
paraboloïde est de raccordement, car il a mêmes plans tangents 
que la surface au point c', au point b' et au point qui est à l'in- 
fini sur c'i'. Nous n'avons donc qu'à construire le plan tangent au 
point (m, m') à ce paraboloïde pour avoir le plan tangent demandé. 
Ce paraboloïde rencontre le plan horizontal, qui est un plan 
directeur, suivant la droite qui joint le point o au point t^ trace 
de la tangente à l'hélice; le second plan directeur de ce para- 
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boloïde est parallèle à bt^ et, comme il est parallèle à Taxe du 
cylindre, c^est le plan projetant horizontalement la tangente à 
rhélice. Pour le point (m, m') la génératrice de ce paraboloïde, du 
même système que cette tangente, se projette horizontalement 
suivant une droite menée du point m parallèlement à bt\ cette 
droite a pour trace horizontale le point r, où elle rencontre la 

Fig. a 10. 
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trace horizontale du paraboloïdc. Le plan tangent au point (m, m') 
est alors le plan déterminé par la génératrice ob et par celte 
droite mr; il a pour trace horizontale la droite menée du point r 
parallèlement à la génératrice horizontale ob. 

Asymptotes de rindicatrice. Paraboloîde osculateur. — I^ 

droite mr est tangente à la surface de vis à filet carré ; elle est 
donc tangente à Thélice que décrit le point m pendant le dépla- 
cement hélicoïdal de la droite ob. Entraînons le plan tangent en m 
à la surface de vis à filet carré. La caractéristique de ce plan passe 
par le point m, où il touche la surface, et, comme ce plan fait 
toujours le même angle avec le plan horizontal, cette caracté- 
ristique est une ligne de plus grande pente, c'est-à-dire que cette 
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droite n'est autre que mi\ Puisque cette caractéristique du plan 
tangent se confond avec la tangente à Thélice décrite par le point 
m, c'est que celte tangente est une asymptote de Tindicatrice. 
Ainsi, les tangentes aux hélices décrites par les points de la géné- 
ratrice ob f pendant le déplacement hélicoïdal de cette droite, 
sont les asymptotes des indicatrices de la surface de vis à filet 
carré. Mais ces tangentes appartiennent au paraboloïde de rac- 
cordement dont nous venons de faire usage ; ce paraboloïde est 
donc le lieu des asymptotes des indicatrices de la surface pour 
les différents points de la droite ob. Ce paraboloïde est alors le 
paraboloïde osculateur de la surface pour la génératrice ob. 

Rayons de courbure principaux. Lignes de courbure. — Pour 
un point quelconque m, les asymptotes de l'indicatrice sont à 
angle droit; les rayons de courbure principaux de la surface, qui 
sont de signes contraires puisqu'elle est à courbures opposées, 
sont donc égaux. Les lignes de courbure en un point, étant diri- 
gées suivant les bissectrices des angles compris entre les asym- 
ptotes de rindicatrice, rencontrent sous un angle de 45° les géné- 
ratrices de la surface. Ainsi, si l'on trace sur la surface de vis à 
filet carré des courbes qui rencontrent toujours sous un angle de 
45** les génératrices de cette surface, on a ses lignes de courbure. 

La surface de vis considérée comme une normalie. — Les gé- 
nératrices de la surface de vis à filet carré sont les normales au 
cylindre donné qui partent des différents points de l'hélice direc- 
trice; on peut dire alors que cette surface de vis est une normalie 
à ce cylindre dont la directrice est une hélice tracée sur cette 
surface. 

Appliquons cette propriété des normalies, démontrée précé- 
demment (p. 279) : 

Le plan tangent à une normalie en un point de sa directrice 
est normal à cette normalie au centre de courbure de la section 
que ce plan détermine dans la surface sur laquelle est tracée la 
courbe directrice. 

Au point [b'y b), le plan tangent à la normalie est le plan de la 
tangente à l'hélice b't' et de la droite i'c' ; ce plan a un foyer pro- 
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jeté en y. Pendant le déplacement de ce plan, ce foyer décrit une 
trajectoire qui est normale au plan mobile ; c'est donc au pointy 
que ce plan est normal à la normalie, et, d'après la propriété que 
nous venons de rappeler, c'est le point/* qui est le centre de cour- 
bure de la section faite par ce plan [c'b't') dans le cylindre. Mais 
ce plan est le plan osculateur de Thélice pour le point b' \ donc le 
foyer f doit être le centre de courbure de l'hélice directrice. 

Calculons bfy et nous aurons ainsi le rayon de courbure de cette 
hélice. Appelons a l'angle que la tangente à l'hélice fait avec le 
plan horizontal, on a 

of=z h tang2, 

parce que a est complémentaire de l'angle que fait, avec le plan 
horizontal, une perpendiculaire au plan que nous considérons. 
On a alors 

hf-=.oh'\-h tang a ; 

mais 

h z= ob tanga; 

par suite, 

I » » * ^^ 
b =z ob -h ob tang^ a r= » 

cos* a 

et nous retrouvons ainsi la valeur à laquelle nous sommes déjà 
arrivés pour le rayon de courbure d'une hélice (p. igS). 

Courbe d'ombre. — Appliquons la construction trouvée pour la 
surface de vis à filet triangulaire. Appelons toujours y l'angle 
que le rayon lumineux fait avec le plan horizontal; prenons 
ifiS' ^'') ^® segment oft perpendiculairement à la projection du 
rayon lumineux et égal à h coty. La circonférence décrite avec 
Acotj3 pour rayon est maintenant à l'infini, puisque /i cot^ est 
infini. Nous devons mener par le point o une droite, puis joindre 
le pointai au point où elle rencontre cette circonférence, c'est- 
à-dire mener une parallèle à cette droite, enfin élever au point o 
une perpendiculaire à cette direction ; nous obtenons , sur cette 
parallèle, le point m, projection d'un point de la courbe d'ombre. 

Il résulte de cette construction que la projection horizontale de 
la courbe d'ombre est la circonférence décrite sur of^ comme dia- 
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mètre. La courbe d'ombre en projection horizontale est donc une 
circonférence qui passe par le pied de l'axe du cylindre. 

Dans l'espace, la courbe d'ombre est une hélice, comme nous 
allons le montrer. 

Pour construire la courbe de l'espace, nous n'avons qu'à cbcr- 
cher l'intersection de la surface de vis avec le cylindre dont la base 
est la circonférence décrite sur pfi comme diamètre; nous obte- 




nons des points de la courbe d'intersection de la surface de vis et 
de ce cylindre, en prenant les traces des génératrices de la sur- ' 
face de vis sur ce cylindre. Construisons ces génératrices en joi- 
gnant le point o aux points i, a, 3, 4< ^i qui interceptent des seg- 
ments égaux. On a 

arc(i-2) = arc(2-3)=arc[3-4). 

et ainsi de suite. Les génératrices de la surface de vis se projettent 
suivant les rayons o-i, o-3, o-3, ... et ces droites dans l'espace, 
quand on passe de l'une à l'autre, s'élèvent successivement de 
hauteurs égales, puisqu'elles correspondent, en projection, à des 
arcs tels que i-a, 3-3, . . . égaux entre eux. Les traces de ces 
droites sur le cylindre, dont la base est la circonférence décrite 
sur o/i , se projettent en des points de celte dernière circonférence 
et interceptent aussi entre eux des arcs égaux. 

On a donc dans l'espace des points qui s'élèvent de hauteurs 
égales et dont les projections i', a', 3', . . . comprennent entre 
elles des arcs égaux, l'-a', a'-S', 3'-4', Ces points appar- 
tiennent alors à une hélice ; la courbe d'ombre sur la surface de vis 
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à filel carré est donc une hélice. On peut remarquer que le pas de 
cette hélice est égal à la moitié du pas de Thélice directrice. 

Points limites sur la courbe d'ombre. — Pour construire les 
projections des points limites, nous devons prendre les points de 
contact de la projection de la courbe d'ombre avec des tangentes 
parallèles à la projection du rayon lumineux; ici, nous trouvons 
comme points de contact f\ et le point o. Mais, aux points qui 
se projettent horizontalement en o, les plans tangents à la surface 
de vis sont verticaux; d'autre part, la tangente au point y*| et 
la tangente au point o à l'hélice courbe d'ombre étant également 
inclinées sur une verticale, si l'une est dans le plan tangent, l'autre 
ne peut être une tangente à la courbe d'ombre. Le pointai seul 
est un point limite, et l'on voit que, sur la courbe d'ombre dans 
l'espace, on a successivement une spire composée de points réels 
et une spire composée de points virtuels. On peut ajouter que, 
la courbe d'ombre de la surface de vis à filet carré étant une 
hélicC; l'ombre portée par cette surface sur le plan horizontal est 
une cycloïde. 



Dessin d'une vis à filet carré. — Prenons un cylindre qui forme 
le noyau de la vis. Dans le plan méridien parallèle au plan de pro- 
jection, considérons un rectangle dont un côté, 1-2, est un segment 

Fig. 313. 




de la ligne de contour apparent du cylindre du noyau ; c'est ce rec- 
tangle qui, entraîné dans un déplacement hélicoïdal tel que le pas 
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de rhéllce décrite soit double du côté 1-2, va engendrer le filet de 
la vis à filet carré. Lorsque le plan méridien qui contient ce rec- 
tangle a tourné de deux angles droits autour de Taxe du noyau, le 
rectangle vient dans la position 1'2'3'4'î puis, ce plan méridien 
continuant son déplacement, il coïncide avec la position qu'il 
occupait d'abord, et le rectangle vient en i"a"3"4"> et ainsi de 
suite. Le point 3 décrit une hélice qui est tangente en ce point 3 

à la ligne 3-4 et tangente au point 3' à la ligne 3'-4'; de même 

pour le point 4'» La droite 3~4 ^^ rectangle engendre une portion 
de surface cylindrique qui est limitée à ces deux hélices. L'hélice 
décrite par le point 3' est vue jusqu'au point a à partir duquel 
elle est cachée par le noyau; l'hélice décrite par le point 2 et 
l'hélice décrite par le point 3 limitent la portion de surface de 
vis à filet carré engendrée par le côté a -3. Si nous traçons 
des génératrices de cette surface, nous avons toujours des droites 
perpendiculaires à l'axe du cylindre. De même pour l'hélice 
décrite par le point 1 et pour l'hélice décrite par le point 4î 

elles limitent la portion utile de la surface de vis à filet carré en- 
gendrée par le côté i-4; puis nous n'avons qu'à répéter ce que 
nous venons de dire, et nous aurons successivement la projection 
de la portion vue du filet de la vis. 
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Gonstmction des centres de coarbure principaux de la surface de vis 
à filet triangulaire. — L*axe de la vis [fig, 2i3) étant vertical, menons 
notre plan horizontal par le point o où cet axe est rencontré par la généra- 
trice om. Le point /étant la projection de l'adjointe au plan perpendicu- 
laire à om, la normale au point m à la surface de vis se projette suivant /m. 

Nous nous proposons de construire les centres de courbnre principaux 
de la surface de vis qui sont sur la normale /m. Pour cela, nous allons déter- 
Knioer les points de contact de deux normalies à cette surface qui contiennent 
cette normale. Prenons comme normalies le paraboloîde des normales à la 
surface de vis issues des différents points de om et l'hélicoîde réglé engen- 
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dré par k normale fm elle-même, que nous supposons entratnée penduit 
le déplacement hélicoïdal de la génératrice om de la surface de vis. 

Occupons-nous d'abord de cet hélicolde réglé. Soit t la trace horisoniale 
de la normale.^. Le plan omt a alors pour trace la droite ot. Si ce plan est 
entraîné dans le déplacement hélicoïdal, sa caractéristique est perpendicu- 
laire à ot, et elle passe par le point /,, projection de l'adjointe au plan 
perpendiculaire à/m. 

Fig. ii3. 





%^\ 






Construisons le point/,. Pendant son déplacement, le plan omx conteiuni 
toujours la génératrice de la surface de vis telle que om, sa caractérisdqiK 
se projette suivant une droite qui passe par/. Cette droite est alors U per- 
pendiculaire abaissée de ce point /sur or; le point où elle rencontre Upt^ 
pendiculaîre abaissée de o sur /m est le point/,. 

H résulte de cette construction que/,! est perpendiculaire io/. 

Le point/, étant déterminé, on a tout de suite la projection/, «de la nw- 
maie en un point quelconque e de /m à l'hélicoïde réglé engendré parceUc 
droite en joignant le jioint/, au point e. 

Le paraboloide des normales ù la surface de vis le long de om contient 
l'adjointe projetée en /. Ses génératrices se projettent suivant des p* 
rallèles à om. Sa trace horizontale se compose des droites fg et 0%. It 
génératrice qui passe en e se projette suivant «/, qui est parallèle à om, et li 
trace horizontale de cette droite est en l sur la trace horizontale du parabo- 
loide. Le plan tangent eu e â ce paraboloide a pour trace horizontale U 
droite It. 
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Si le point e était un centre de courbure principal, le plan tangent en ce 
point au paraboloïde serait perpendiculaire à la normale /je. Nous devons 
donc maintenant faire varier la position du point e sur fm jusqu'à ce que la 
droite telle quey*| e soit perpendiculaire à la droite telle que It, Mais, lorsque e 
décrit yÎTi, le point n sur le plan horizontal décrit une droite qui passe par 
le point/; on a alors la construction suivante : 

On mène les droites f^m, ot\ elles se coupent en v, La droite fv rencontre 
la circonférence décrite surfit comme diamètre en deux points : les droites 
qui joignent /j à ces deux points coupent f m en yj, y,, qui sont les projec^ 
tions horizontales des centivs de courbure demandés. 

Remarques, — Le paraboloïde des normales à la surface de vis pour la 
génératrice om est tangent au point g au plan horizontal de projection. 

Comme ce paraboloïde contient l'adjointe projetée en/ le plan horizontal 
lui est normal au point / situé sur og. Nous avons donc sur la génératrice 
og du paraboloïde des normales les points/ et gj où le plan horizontal est 
normal et tangent à cette surface. 

Le produit des distinces de ces points au point central o, relatif h og, est 
alors égal au carré du paramètre de distribution des plans tangents au para- 
boloïde pour la génératrice og; mais ce paramètre est égal au paramètre de 
distribution des plans tangents à la surface de vis, c'est-à-dire au pas réduit // 
des hélices décrites pendant le déplacement ; on a donc 

Comme dans le triangle/// on a 

— î 

«n voit donc que /^gy<,gt=z //' -+- og . 

Construction des centres de courbure principaux de la surface de vis à 
filet carré. — Nous allons résoudre ce problème en particularisant la con- 
struction que nous venons de donner iK>ur la surface de vis à filet trian- 
gulaire. 

La droite om [fig. 2.i4) ^st dans le plan horizontal de projection. Le 
point /de la question précédente est maintenant à l'infini. La normale en m 
se projette suivant une perpendiculaire à om, La trace horizontale de cette 
normale est au point m lui-même. 

Le point g de la/"^. 21 3 est maintenant confondu avec o. Le point/, 
en vertu de la remarque précédente, est alors tel que q/i X om = h*. Comme 
le pas réduit /i est donné, on peut construire le point/. 
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La constiniction précédente devient alors celle-ci : 

On mène les droites efi, Im, Ces droites se coupent en «. La perpendicu- 
laire abaissée de ce point sur om rencontre la circonférence décrite sur f^m 
comme diamètre en deux points : les droites qui Joignent 'ces points à /, 
rencontrent la normale en m aux points 71, y,, qui sont les projections hori' 
zontales des centres de courbure principaux demandés. 

Simplifions cette construction; on a 



iw^j = mp X fnq = ma X fnfx =■ fnd ; 
ainsi my^^= md. 



Fig. 214. 
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Le point d s'obtient du reste facilement, puisque le segment od est égal 
au pas réduit h. 

Voici donc la construction à laquelle on arrive : 

Sur la perpendiculaire od à om on porte le pas réduit h. On prend kt 
segments myi m 7, égaux à md^ et l'on a en 71, 71 les projections horizon- 
tales des centres de courbure principaux demandés, 

L*angle odm est égal à l'angle que le plan tangent en m à la surface de tû 
fait avec le plan tangent en o à cette surface; on aura alors la longueur 'nyt 
du rayon de courbure principal projeté suivant my^, en élevant la perpeo- 
diculaire dy\ à dm. 
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SURFACES DÉVELOPPABLES. 

Générations. — Surface d'ombre ou de pénombre dans le cas d'une surface lumi- 
neuse. — Surface développablc circonscrite à deux coniques. — Surface d'ombre 
d'une ellipse éclairée par un cercle. 



Générations. — Deux courbes directrices A, B {Jîg» ai5) déter- 
minenl une surface développable : cette surface est Tenveloppe 
d'un plan qui se déplace en restant langent à A et B. La généra- 
trice de la surface, pour une position du plan mobile, est la droite 
qui joint les points où ce plan touche les courbes directrices A 
elB. 




Pour le voir, il suffit de considérer les tangentes à Tune des 
courbes directrices, A par exemple ; le plan passe toujours par Tune 
de ces tangentes, la caractéristique de ce plan passe alors par le 
point où il touche la surface formée par ces tangentes. Mais cette 
surface est une développable qui a pour arête de rebroussement 
la directrice A; le plan mobile, qui est mené par -la tangente en a 
à A et qui ne se confond pas avec le plan osculateur de la courbe, 
doit alors être considéré comme tangent à la surface développable 
au point a et sa caractéristique passe par ce point. 

Ce que nous venons de dire pour Tune des courbes peut se répé- 
ter pour Tautre, et nous voyons ainsi que la caractéristique du plan 

25 
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mobile, c'esl-à-dire la génératrice de la surface développablc, passe 
par les points où ce plan touche les deux courbes directrices. 

Pour construire la génératrice de la surface qui passe par le 
point a, considérons le cône qui a pour sommet a et pour directrice 
la courbe B. Par la tangente au point a de la courbe directrice A 
menons des plans tangents à ce cône; ces plans sont dans les 
positions pour lesquelles le plan mobile est tangent aux deux 
courbes directrices; les génératrices de contact de ces plans et du 
cône sont les génératrices de la surface développablc qui passe par 
le point a. On voit bien ainsi qu'une des directrices ne peut pas 
être une droite; car par une droite on ne peut mener une série 
continue de plans tangents à une courbe donnée. Lors donc 
qu'une surface réglée donnée a pour directrice une droite, cette 
surface n'est pas développablc. 

On voit aussi qu'on peut considérer la surface développablc défi- 
nie au moyen des deux courbes directrices comme l'enveloppe des 
cônes passant par Tune des courbes directrices, et dont les som- 
mets sont les points de l'autre courbe. 

On peut définir une surface développablc en donnant une courbe 
directrice A et un cône directeur. Pour déterminer les génératrices 
de la surface qui passe par le point a de A, on mène en ce point 
la tangente à cette courbe, puis on construit les plans tangents au 
cône directeur menés parallèlement à cette tangente; les généra- 
trices de la surface développablc sont les droites partant du pointa 
et menées parallèlement aux génératrices de contact de ces plans 
tangents et de ce cône. 

Cette définition de la surface développablc peut être rattachée à 
la première ; on peut dire que, dans ce cas, la surface développablc 
est définie par deux courbes directrices dont l'une, à l'infini, est 
donnée par un cône qui la contient. 

Au lieu de courbes directrices, on peut employer des surfaces 
directrices : une surface développablc peut être définie au moyen 
de deux surfaces directrices. Un plan tangent commun à ces deux 
surfaces, qui se déplace en restant tangent à ces surfaces, en- 
veloppe la surface développablc qui a pour directrices les deux 
surfaces données. Ici, comme pour le cas où l'on donne deux 
courbes directrices, la génératrice de la surface développablc, ainsi 
qu'il est facile de le voir, passe, pour une position du plan mo- 



aCBFACSB DÉVBLOPPABLEB. 38? 

bïle, par les points où ce plan touche les deux surfaces données. 

Une surface développable peut encore être définie au moyen 
d'une surface directrice et d'une courbe directrice. Si cette courbe 
directrice est à l'infini, en la donnant au mo^en d'un cône qui la 
contient, la surface développable est déterminée par une surface 
directrice et un cône directeur. 

Dans ce dernier cas, pour un plan tangent à la surface directrice 
parallèle à l'un des plans tangents au cône directeur, la généra- 
trice de la surface développable est parallèle à la génératrice de 
contact du cône directeur et de ce plan tangent; clic passe par 
le point de contact du plan tangent à la surface directrice. 

Surface d'ombre oa de pésombre dans le cas d'une surface 
Inmiueuse. — Comme exemple de surface développable définie au 
moyen de surfaces directrices, on peut prendre les surfaces d'ombre 
que l'on rencontre lorsque, au lieu de prendre un point lumineux, 
on a une surface lumineuse. 

Soient (A) [Jig. a 16) une sphère lumineuse, (B) la sphère éclai- 

Fig. a 16. 



G? 



rée et (P) un plan perpendiculaire à la ligne des centres de ces 
deux sphères sur lequel nous aurons l'ombre portée par (B) éclai- 
rée par la surface (A). 

Les plans tangents aux deux sphères, qui laissent ces surfaces 
d'un même côté par rapport à ces plans, enveloppent un cône de 
révolution. La trace de ce cône sur le plan (P) est la circonférence 
de cercle C que nous indiquons en suppo'Sant le plan (P) rabattu 
en ( P') sur le plan de la figure ; tous les points à l'intérieur de la 
circonférence C sont dans l'ombre; ils ne reçoivent aucun rayon 
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Si QOus prenons les plans tangents à ces sphtres qui laissent ces 
surfaces de cAtés clifTérents par rapport à ces plans tangents, nous 
avons comme enveloppe un autre cane de révolution ; la trace de 
ce cône sur le plan (P) est une circonférence Cconceolrique à C, 
Les points, situés ù l'intérieur de cette circonférence et en dehors 
de G, sont partiellement éclairés : C est une ligne de pénombre. 
C est la courbe d'ombre portée; elle est la trace du cône d'ombre 
sur le plan ( P) ; C est la trace du cône de pénombre. 

Le cône d'ombre touche la sphère (B) aux différents points d'un 
petit cercle qui est la courbe d'ombre, et le cône de pénombre louche 
cette sphère suivant un petit cercle qui est la courbe de pénombre. 
On volt ainsi que, lorsqu'au lieu d'un point lumineux on a une 
surface lumineuse, on est conduit à déterminer la surface déveiop- 
pable circonscrite au corps éclairé et au corps éclairant, et que sur 
le corps éclairé on doit chercher deux lignes : la ligne d'ombre et la 
ligne de pénombre. 

Si (A) est le Soleil, (B) la Lune, et si la surface sur laquelle oii 
prend l'ombre portée, au lieu d'être un plan, est la surface de la 
Terre, la courbe d'ombre renferme une région pour laquelle il y » 
éclipse totale de Soleil ; la portion comprise entre la ligne qui limite 
cette région el la trace du cône de pénombre est la partie pour la- 
quelle il y a éclipse partielle. 

Par suite du mouvement des astres, on a sur la surface de la 
Terre l'enveloppe des courbes d'ombre portée par la Lune; un 
obtient ainsi deux lignes entre lesquelles se trouve la région sur 
ta surface de la Terre pour laquelle il y a successivement éclip*r 
totale do Soleil, et l'enveloppe des courbes de pénombre donne des 
lignes qui limitent les régions terminées, d'autre part, ans pre- 
mières dont nous venons de parler el pour lesquelles i! y a succes- 
sivement éclipse partielle. 

Comme exemple de surface développable, nous considérerons 
une surface lumineuse plane terminée par une circonférence de 
cercle et nous supposerons que le corps éclairé se réduise à um' 
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courbes. Nous allons d'abord parler de la surface développable 

circonscrite ù deux coniques. 
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Surface développable circonscrite à deux coniques (^). — 
Soient (P) [Jig- 217) le plan de la conique A, (Q) le plan de la 
conique (B), etTla droite d'intersection des deux plans (P) et(Q). 
Un plan tangent commun aux coniques A et B coupe la droite T en 
un point £ et a pour traces sur les plans des coniques les tan- 
gentes ta^ tb à ces courbes. La génératrice de la surface dévelop- 
pable dans le plan des droites ta, tb est, d'après ce que nous venons 

Fig. 217. 




de dire, la droite ab\ par le point t nous pouvons mener deux tan- 
gentes à la conique B; le plan de la tangente te et de la tangente ta 
est un plan tangent commun aux deux coniques; il touche la sur- 
face développable enveloppe des plans tangents communs à ces 
deux courbes suivant la droite ac. On voit ainsi que par le point a 
de la conique A passent deux génératrices de la surface dévelop- 
pable, et, par conséquent, que la conique A est une ligne double 
de cette surface. 

Il en est de même pour la conique B. Ainsi les deux coniques 
directrices de la surface dév^eloppable sont deux lignes doubles de 
cette surface. 

Supposons que le plan d'une des coniques soit tangent à l'autre 
conique {fig* 218). Soit d le point où le plan (Q) touche la co- 
nique A. Pour le point « il y a toujours les deux génératrices ab 
et ac, mais pour le point d nous trouvons les droites de et rfi, 
qui sont toutes les deux dans le plan (Q). Lorsque nous faisons 
varier le point t sur la droite T, comme nous supposons cette 
droite extérieure à la conique B, nous trouvons, pour les points 



(*) De la GouRMEiiE, Traité de Géométrie descriptive^ II* Partie, p. 71 et suiv. 
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de contact de cette conique avec les tangentes issues de chacun des 
points de la droite T, tous les points de B; il y a donc, parmi les 
génératrices de la surface développable , une infinité de droites 
qu'on peut mener à partir du point d dans le plan (Q) ; ce plan fait 

Fig. 3i8. 




donc partie de la surface, qui, actuellement, se décompose. La 
courbe A est toujours une ligne double de la surface. 

Supposons maintenant {Jig^ 219) que le plan d'une des coniques 
coupe l'autre conique. Appelons mn la corde de la conique A, qui 
appartient au plan (Q). Pour tout point de la droite T, en dehors 
de la conique A, nous pouvons tracer deux tangentes à chacune 

Fig. 219. 




des coniques, et, en joignant deux à deux les points de contact 
de ces tangentes, on a quatre génératrices de la surface. Lorsque 
le point t se rapproche du point m, nous obtenons toujours pour 
chacune des positions de ce point quatre génératrices de la sur- 
face. En un des points de contact de A avec Tune des tangentes 
qu'on peut mener à cette courbe à partir d'un point de T, on 
a toujours deux génératrices de la développable, c'est-à-dire que 
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la courbe A est toujours une ligne double de la surface dévelop- 
pable. 

Supposons que le point t soit arrivé au point m. Nous pouvons, 
à partir de ce point, mener deux tangentes à la cotilque B; c, e sont 
les points de contact de ces tangentes avec B. Mais, si nous conti- 
nuons à déplacer le point t sur la droite T lorsqu'il a dépassé le 
point niy il se trouve sur la corde mn; on peut toujours mener des 
tangentes à la courbe B , mais aux points de contact de ces tan- 
gentes ne correspondent pas des génératrices réelles de la surface 
dévcloppable, puisque nous ne pouvons pas mener de tangentes à 
la conique A. C'est à partir du point n que nous pouvons mener 
de nouveau des tangentes à la conique B. Appelons g et h les points 
de contact de B avec les tangentes issues du point n ; nous voyons 
que les quatre points c, g, e, h partagent la conique B en quatre 
arcs, les uns, ge^ clhj tels, qu'à partir de chacun des points de 
ces arcs il y a deux génératrices de la surface dévcloppable : ce 
sont alors des arcs doubles sur la surface; quant aux deux autres, 
il n'y a pas de génératrices de la surface aboutissant aux différents 
points de ces arcs. 

Dans tous les cas, c'est en projetant les génératrices de la sur- 
face dévcloppable et en prenant les enveloppes des projections de 
ces génératrices qu'on a la projection de l'arête de rebrousse- 
ment de la surface; nous allons faire voir que, lorsque le plan 
d'une des coniques coupe l'autre conique, les extrémités des arcs 
doublas sont des points de V arête de rehroiissement de la surface 
développahle et sont des points de rehroussement sur cette arête 
de rehroussement. 

Les génératrices de la surface dévcloppable qui partent du 
point i de la conique A rencontrent B en des points des arcs 
doubles de cette courbe. Prenons simplement la génératrice qui 
passe par le point / de l'arc ch ; lorsque le point i se déplace sur A, 
le point / se déplace sur B; lorsque le point i est venu en m, le 
point / est venu au point c; le point i continuant son mouvement 
dans le même sens sur la conique A, le point / repasse par les pre- 
mières positions qu'il avait d'abord occupées. 

Si l'on suppose l'arc mi infiniment petit du premier ordre, la 
tangente de la conique A au point i rencontre la droite T en un 
point vf\ la distance vm est infiniment petite du second ordre, et 
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l'arc le correspondant sur B est du même ordre que imt. Nous 
voyons ainsi que /e point c est un point de l'arête de rebrousse- 
ment de la surface déifeloppable. 

Projetons les coniques A et B sur un plan arbitraire. Nous obte- 

Fig. 330. 




nons la fig. 220, dont les lettres correspondent aux lettres de la 
fig. 219. 

Abaissons des points V et /' les perpendiculaires i'/-, l's sur la 
projection mV de la génératrice de la surface développable. 

On a 
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Le segment ru a une longueur finie, puisque, lorsque V vient en 
m', le point r vient en ni' et le point u en c'; le segment Vs est 
infiniment petit du quatrième ordre , puisque l'arc /'c' est infini- 
ment petit du deuxième ordre ; le segment l'rest infiniment petit du 
premier ordre. Par suite, su est infiniment petit du troisième 
ordre et ce segment est alors négligeable devant c'5, qui est infini- 
ment petit du deuxième ordre. Il résulte de là que le point de ren- 
contre u des projections m!c* ^ VV de deux génératrices infiniment 
voisines est toujours d'un même côté de d sur la droite /w'c', ainsi 
que le points; et, comme les droites VV ^ m!c' sont tangentes à la 
projection de l'arête de rebroussement, nous allons conclure que 
cette projection a un point de rebroussement au point c'. En 
effet, dans le voisinage d'un point ordinaire, les tangentes à une 
courbe rencontrent la tangente en ce point ordinaire de part et 
d'autre de ce point; il en est de même pour un point d'inflexion. 
C'est seulement lorsqu'on a un rebroussement qu'on trouve 
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sur la tangente en ce point, et d'un même côté par rapport à ce 
point, les rencontres de cette tangente avec les tangentes infini- 
ment voisines. Ainsi la projection de Taréte de rebroussement 
est tangente en c' à m'c^^ et ce point c' est un point de rebrousse- 
ment. 

Comme le plan sur lequel nous avons fait la projection est arbi- 
traire, nous voyons que le point c [fig* ^ip) est un point de re- 
broussenient de l'arête de rebroussement de la surface dévelop- 
pable. 

Surface d'ombre d'une ellipse éclairée par un cercle. — Après 
ces généralités, revenons au cas où Ton a une aire lumineuse cir- 
culaire éclairant une ellipse placée comme nous Tavons dit pré- 
cédemment. Nous représentons seulement la surface d'ombre, 
c'est-à-dire la surface dévelçppable enveloppe des plans tangents 
aux deux courbes qui laissent ces deux courbes d'un même côté 
par rapport à chacun de ces plans. 

Prenons {Jig- 2a i) comme plan vertical de projection un plan 
parallèle au plan du cercle lumineux, et comme plan horizontal 
un plan perpendiculaire au plan du cercle et parallèle au grand 
axe de l'ellipse éclairée. 

Les projections verticales des deux courbes sont alors concen- 
triques et l'ellipse a pour grand axe une droite parallèle à la ligne 
de terre ; les projections horizontales du cercle et de l'ellipse 
sont les droites m/2, ab parallèles à la ligne de terre. 

Pour déterminer un plan tangent commun à ces deux courbes, 
nous n'avons qu'à mener à ces courbes deux tangentes parallèles 
entre elles, les deux courbes étant placées de la même manière 
par rapport à ces tangentes. 

Menons la tangente à l'ellipse en un point quelconque />' de cette 
courbe. Abaissons du point o' une perpendiculaire sur cette tan- 
gente, cette droite rencontre la circonférence en un point 9' pour 
lequel la tangente est parallèle à la tangente à l'ellipse au point ^'. 
La droite/^' 9' est la projection verticale d'une génératrice de la 
surface ; projetons le point q' au point q sur m/i, le point p' au 
point p sur le segment ab : la droite pq est la projection horizon- 
tale de la génératrice pf q' de la surface développable. La trace 
[t'y l) de cette droite sur le plan horizontal (H) mené par le grand 
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trace de la surface d'ombre sur ce 



axe de l'ellipse appartient 
plan (H). 

La génératrice de la surface développable qui passe par le 
point y/ symétrique de p' par rapport à (H) a aussi pour trace le 
point {t', t); ainsi, le point (t', t) appartient à une ligne dojible 

Fie. "'■ 




qui est située sur le plan (H), plan de symétrie de la dévelop- 
pable. Nous allons démontrer que cette ligne double est une co- 
nique. 

D'un point quelconque de l'espace on peut mener à la surface 
développable quatre plans tangents. En effet, considérons le point 
donné comme sommet de deux cônes ayant chacun pour direc- 
trices l'une des courbes données. Les plans tangents qu'on peut 
mener à la surface développable à partir du point donné sont des 
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plans tangents à ces cônes ; nous devons donc, pour avoir les plans 
tangents à la surface développable , chercher les plans tangents 
communs à deux cônes du second degré ayant même sommet. Les 
traces de ces deux cônes sur un plan quelconque sont deux 
coniques ; les traces des plans tangents communs à ces deux cônes 
sont les tangentes communes à ces deux coniques, et, comme pour 
deux coniques il existe quatre tangentes communes, on voit qu'il 
y a quatre plans tangents communs aux deux cônes et que, par 
conséquent, par un point de l'espace on peut mener quatre plans 
tangents à la surface développable. Dans le cas particulier où le 
point d'où Ton mène les plans tangents est dans le plan (H), ces 
plans tangents, par suite de la symétrie, sont eux-mêmes symé- 
triques deux à deux par rapport à (H), et les traces de ces quatre 
plans sur (H) se réduisent à deux droites; ces deux droites sont 
les tangentes qu'on peut mener du point donné à la trace de la 
surface développable sur (H). On voit que cette trace de la surface 
développable est une courbe telle, que d'un point pris dans son 
plan on ne peut lui mener que deux tangentes ; cette courbe est 
donc une conique. 

Cette courbe peut être prise comme directrice de la surface 
développable et, comme son plan rencontre la circonférence de 
cercle qui termine l'aire lumineuse, nous voyons que cette courbe 
se partage en quatre arcs dont deux sont des arcs doubles. Les 
extrémités des arcs doubles sont les points de contact des tan- 
gentes qu'on peut mener à cette conique par les points m et n. 
Si nous ne considérons que la surface d'ombre, nous ne devons 
prendre que les droites qui se projettent suivant //la, nb. Ces 
droites touchent la conique double trace de la surface dévelop- 
pable sur (H) aux extrémités e, g d'un arc double. 

Cherchons sur la droite ma, par exemple, le point où cette droite 
touche l'arête de rebroussement de la surface développable, c'est- 
à-dire le point de contact de cette droite avec la conique double. 
Nous allons faire usage du théorème suivant, que nous allons 
d'abord démontrer : 

Si l'on coupe une surface développable par des plans paral- 
lèles entre eux, les centres de courbure des sections faites par ces 
plans dans la surface, relativ^ement aux points où les plans sécants 
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rencontrent une même génératrice, sont sur une droite qui passe 
l>ar le point où cette génératrice touche l'arête de rebroussement 
de la surface développable. 

Prenons les développées des seclions que ces plans parallèles 
i'onl dans !a surface développable. Par une génératrice de celle sur- 
face, nous pouvons mener un plan tangent à toutes ces développées. 
Considérons ce plan et un plan analogue pour la génératrice inG- 
nîmcnt voisine de la surface développable. 

Déplaçons l'un de ces plans de façon à l'amener en coïncidence 
avec l'autre. Nous obteuons sur ce plan une caraclêrisitque. Mais 
cette droite passe par tes points de contact du plan mobile avec les 
développées et par le point où la génératrice de la surface dévelop- 
pable louche l'aréle de rebroussement de cette surface; le théorème 
est donc démontré ( ' ). 

Revenons à la surface d'ombre. La circonférence donnée el 
l'ellipse donnée sont les sections faites dans cette surface par 
deux plans parallèles entre eux : le centre de courbure de la cir- 
conférence correspondant au point m esl le point o; le centre de 
courbure de l'ellipse correspondant au point <i esl le pointa; la 
droite ooi rencontre ma au point e, qui appartient à l'arête de re- 
broussement cl qui esl le point de contact de ma avec la conique 
double. Nous trouverons de même le point g sur la droite nb, et 
nous pouvons tracer en g, tangenliellemenl à celte droite nb, l'nrc 
delà conique double qui passe parle point t et qui arrive su pointe 
langentiellcnienl à ma. L'arête de rebroussement a pour projection 
horizontale l'enveloppe des projections horizontales des généra- 
trices de la surface ; elle a des points de rebroussement aux points 
projetés en g et e; mais, par suite de la sjmélrie de la surface par 
rapport au plan ( H ), celle arête de rebroussement arrive au point g 
et au point c tangenttcllemenl à l'arc eg. Les branches des rebrous- 
sements se superposent en projection, et l'on ne voit qu'un are de 
la courbe à partir du point g et un seul arc à partir du point e. 
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La droite qui joint le point o au point a passe par le point e de 
Taréte de rebroussement. On peut faire une remarque analogue 
pour la droite qui joint le point o à un centre de courbure quel- 
conque de Tellipse : cette droite rencontre toujours Tarête de 
rebroussement de la surface développable. 

On peut énoncer ce résultat de la manière suivante : 

La perspective de l'arête de rebroussement de la surface déve- 
loppable sur le plan de l'ellipse^ en mettant l'œil au centre du 
cercle lumineux, est la développée de cette ellipse; les points de 
rebroussement de cette développée sont les perspectives des points 
de rebroussement de l'arête de rebroussement. 

Cherchons la section faite dans la surface par un plan paral- 
lèle aux deux courbes directrices. Un pareil plan partage en seg- 
ments proportionnels les portions des génératrices de la surface 
qui sont comprises entre les courbes directrices. Cette propriété 
subsiste en projection : la courbe qui passe, par exemple, par le 
point /'', et qui est obtenue en coupant la surface par un plan (i) 
parallèle au plan vertical, est la courbe lieu des points, tels que /•', 
qui partagent les segments analogues à p' q' dans le même rap- 

p'r' 
port^,-,- 
* r q 

Cette courbe est parallèle à une ellipse. En effet, puisqu'elle 

résulte de Tinterscction de la surface développable et d'un plan 

parallèle au plan vertical, sa tangente en /•' est la trace de son plan 

sur le plan tangent en ce point à la surface développable. Cette 

tangente est alors parallèle à la tangente au point />' à TcUipse 

donnée, cl la normale à la courbe en /''est la parallèle /'Va o'q' \ 

11.1 / / • / 1» o'c' q'r' 

cette parallèle rencontre o p en un point v et 1 on a -— : = -^— . > 
' ' * V p r p 

c'est-à-dire un rapport constant. Le point v^ appartient donc à 
une ellipse semblable à l'ellipse donnée. 

Quel que soit le point de la courbe de section tel que r\ on a 
toujours, correspondant à ce point, un point tel que v' apparte- 
nant à une ellipse homothétique à l'ellipse donnée, et, comme la 
tangente au point v' à cette ellipse est parallèle à la tangente au 
point /;', la droite r'^' lui est normale. 




Au mojen des IriaDglcs semblables o'tj'p', v'p' i', dd voit que 

T—^ est un rapport constant, et, comme le rayon o'i/' est constant, 

v'r' est on segment de longueur constante, La courbe lieu des 
points tels que /' peut doue être considérée comme obtenue en 
portant une longueur constante v'r'ixiv les normales à l'ellipse lieu 
des points tels que v'; elle est donc parallèle à celte ellipse. 

Selon la position du plan sécant, cette courbe présente les difTé- 
renLes formes que nous avons trouvées en cherchant les dévelop- 
pantes de la développée d'une ellipse. 

Le plan sécant (i) donne comme section une courbe dont \.\ 
forme est celle d'une ellipse. 

Le plan sécant (a), qui rencontre la projection de l'aréle de 
rebroussement et la li^ne double eg, donne une courbe qui a deux 
points doubles aus points où le plan sécant rencontre la ligne 
double et quatre points de rebroussement aux points où ce plan 
sécant rencontre l'arête de rebroussement. 

Enfin, une courbe résultant de l'intersection de la surface par 
un plan (3), qui ne rencontre que la projection de l'arête de 
rebroussement, a seulement quatre points de rebroussement. 

Nous n'avons parlé que de la trace de la surface sur le plan (H), 
mais il est clair que nous aurions pu parler de ta trace de la surface 
sur le plan perpendiculaire au plan vertical et mené par le peiri 
ase de l'ellipse directrice; nous aurions encore trouvé sur cl' 
plan une conique double. La développable circonscrite au\ deu^ 
courbes données a donc en tout quatre lignes doubles : les deu\ 
lignes données et les deux lignes que nous venons de trouver dïn? 
les plans menés perpendiculairement au plan vertical par les aies de 
l'ellipse donnée. 

Au lieu du cercle lumineux, supposons qu'on donne un cdne à( 
révolution ayant pour base ce cercle. Le sommet du cône est alon 
un point qui se projette verticalement au point o'. Transporton* 
maintenant le plan du cercle lumineux parallèlement à tui-iuénii:' 
Pour cliacuue des positions de ce plan, la surface développable 
précédente est changée, et, lorsque le plan sécant sera à l'inlinii 
nous aurons une surface développable circonscrite à l'ellipse et à 
une circonférence de cercle d'un rayon infini et tout entière à liH' 
fini. La surface est alors la surface développable définie au moveailc 
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l'ellipse et du cône de révolution qui est maintenant un cône direc- 
teur; les plans tangents à cette surface sont parallèles aux plans 
tangents de ce cône, c'est-à-dire qu'ils sont également inclinés sur 
le plan de l'ellipse. 

Comme cas particulier de la surface développable circonscrite 
à deux coniques, nous sommes ainsi conduits à une surface dont 
tous les plans tangents sont également inclinés sur le plan de l'el- 
lipse directrice. Si le plan de l'ellipse directrice est horizontal, 
cette surface développable prend le nom de surface d'égale 
pente. La surface d'égale pente qui a pour directrice une ellipse 
est donc un cas particulier de la surface que nous avons repré- 
sentée. Nous étudierons directement la surface d'égale pente qui a 
pour directrice une ellipse horizontale, et nous retrouverons les 
résultats auxquels nous sommes arrivés pour le cas plus général 
examiné dans cette Leçon. 
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VINGT-HUITIÈME LEÇON. 

SURFACE DÉGALE PENTE. - SURFACES GAUCHES. 

Définition et remarques. — Surface d'égale pente lorsque la directrice est une ellipse 
horizontale. — Sections planes. — Plan tangent mené d'un point donné. — Plan 
tangent parallèle à une droite donnée. — Surfaces gauches. — Générations. — Pa- 
raboloîde hyperbolique. — Plan tangent. — Représentation. — Perspective caTalière 
d'une portion de paraboloïdc. 



Définition et remarques. — On donne le nom de surface d'égale 
pente à une surface dont tous les plans tangents sont également 
Inclinés sur un plan horizontal. Ces plans sont assujettis à deux 
conditions : Tune d^être tangents à la surface, l'autre de faire un 
angle donné avec un plan fixe. Comme il ne reste pour ces plans 
qu'un se.ul paramètre variable, ils enveloppent une surface dévelop- 
pable. Le cône directeur de cette surface est un cône de révolution 
dont l'axe est vertical. 

Il résulte de là que les génératrices de la surface d'égale pente 
sont des lignes de plus grande pente des plans tangents de cette 
surface; leurs projections sur un plan horizontal sont des nor- 
males à la trace de la surface d'égale pente sur ce plan horizontal. 
L'enveloppe de ces normales, c'est-à-dire la développée de cette 
trace, est la projection horizontale de l'arête de rebroussement de 
la surface d'égale pente. Sur le cylindre droit qui a pour base cette 
développée, cette arête de rebroussement est une hélice, puisque 
ses tangentes, c'est-à-dire les génératrices de la surface d'égale 
pente, sont également inclinées sur le plan horizontal. 

Surface d'égale pente qui a pour directrice une ellipse hori- 
zontale. — Nous allons représenter la surface d'égale pente qui a 
pour directrice une ellipse horizontale {Jlg' 222); prenons pour 
plan horizontal de projection le plan de cette courbe et pour plan 
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vertical de projection ud plan verlical parallèle à son grand axe. 
Donnons-nous le cône directeur de révolution. 

La génératrice qui passe par le point A se projette horizontale- 
ment suivant la normale au point A à l'ellipse directrice; elle est 
parallèle à la génératrice du cône directeur projetée suivant sa. 
La projection verticale de la génératrice est parallèle à ia projection 
verticale s'a' de la génératrice du cône. 

La génératrice qui passe par le point A rencontre le plan ver- 
tical mené par le grand axe de l'ellipse en un point ( M, M'}. Ce 



Fig-î 




point est aussi la trace, sur le même plan, de la génératrice de 
la surface qui se projette horizontalement suivant A"M, symé- 
triquement placée avec AM par rapport au plan vertical OM. Le 
lieu des points tels que (M, M') est donc une ligne double de la 
surface. 

Nous allons démontrer que cette courbe est une conique. 

Puisque les génératrices de la surface sont également inclinées 
sur le plan horizontal de projection, en appelant a l'angle que ces 



402 DEUXIÈME PARTIE. — VINGT-HUITléME LEÇON. 

génératrices font avec le plan horizontal, on a 

M'P 



MA 



= tanga = const 



Redressons la normale MA'', qui est éçale à MA. Nous obtenons, 
sur la perpendiculaire élevée du point M au grand axe de Tellipse, 
un poin t R qui appartient, comme nous l'avons démontré, page 127, 
à une conique (R) dont deux des sommets sont aux foyers F, F' de 
l'ellipse donnée. 

Lorsqu'on modifie dans un rapport constant les ordonnées de 
cette courbe (R), on a toujours une ellipse ayant pour sommets les 
deux foyers de l'ellipse donnée. Prenons ce rapport constant égal 
à tanga; nous avons des points tels que Q, pour lesquels on a 

QM 

et qui appartiennent toujours à une ellipse dont deux sommets 
sont aux foyers F, F'. 

Transportons cette courbe parallèlement à elle-même de façon 
que son axe FF' coïncide avec la ligne de terre et que le point Q 
vienne au point M'; le lieu des points Q est alors la projection ver- 
ticale de la trace de la surface sur le plan vertical mené par le 
grand axe de la courbe directrice. On voit donc que la trace de 
la surface sur le plan de symétrie mené par le grand axe OM 
est une conique. 

Le plan de cette courbe rencontrant l'ellipse donnée, celle-ci 
contient deux arcs doubles. On obtient les deux extrémités d'un 
de ces arcs en menant, par les extrémités du grand axe de l'ellipse 
donnée, les tangentes à la conique Heu des points tels que M'; ces 
droites sont parallèles aux génératrices de contour apparent du 
cône directeur. Pour avoir sur ces génératrices les points qui ap- 
partiennent à l'arc double, il suffit de prendre ceux qui se pro- 
jettent aux centres de courbure de l'ellipse donnée correspondant 
aux extrémités du grand axe de cette courbe. 

Appelons E, G ces deux points ; faisons passer par les points E, 
M', G un arc de conique tangent en E et G aux génératrices me- 
nées parallèlement aux lignes de contour apparent du cône direc- 
teur. Les projections des génératrices de la surface sur le plan 
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vertical sont des droites tangentes à la projection de Tarête de 
rebroussement; cette projection verticale doit arriver aux points E 
et G tangentiellement à Tare double E, M', G. 

Sections planes. — La section de la surface d'égale pente par 
un plan horizontal est, en projection sur le plan horizontal, une 
courbe parallèle à Tellipse directrice, car les portions des généra- 
trices comprises entre le plan sécant et le plan horizontal de pro- 
jection sont égales; elles se projettent suivant des segments égaux, 
et, comme ces segments sont comptés sur les normales à l'ellipse 
directrice, on voit que le lieu des extrémités de ces segments est 
une courbe parallèle à l'ellipse directrice. 

Si le plan sécant est le plan horizontal (i), on a une section dont 
la forme rappelle celle d'une ellipse. 

Si l'on coupe par le plan horizontal (2), qui rencontre la conique 
double et l'arête de rebroussement, la section est une courbe qui 
a deux points doubles et des points de rebroussement sur l'arête 
de rebroussement. 

Enfin, le plan horizontal (3), qui ne rencontre plus la conique 
double, mais qui rencontre toujours l'arête de rebroussement, 
donne lieu à une courbe sur laquelle il y a encore quatre points 
de rebroussement. 

Cherchons la section faite dans la surface par un plan quel- 
conque. 

Soit CT la trace horizontale du plan sécant, et, au lieu de nous 
donner l'inclinaison de ce plan, menons une droite et qui repré- 
sente la trace horizontale d'un plan mené par le sommet s du cône 
directeur parallèlement au plan sécant. Menons la tangente at à la 
base du cône directeur, et joignons le point t au point s. La 
tangente au point A à l'ellipse directrice est parallèle h at et 
rencontre la trace du plan sécant au point T; menons du point T 
une parallèle à tSj cette droite détermine sur la normale AN un 
point N. Ce point N est la projection du point où la génératrice 
AN de la surface rencontre le plan sécant; TN est la tangente enN 
à la section de la surface par ce plan. 

En effet, le point où la génératrice AN rencontre le plan sécant 
est un point de la trace, sur ce plan, du plan langent suivant AN à 
la surface d'égale pente. Cette trace est parallèle à tSj et, comme 
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elle passe par le point T, c'est la droite TN menée parallèlement 
à ts. On obtient ainsi le point N, et la tangente en ce point à la 
section plane de la surface est la droite TN. 

On peut construire un point de cette courbe pour lequel la tan- 
gente est parallèle à une droite donnée. Par le point s on mène 
une parallèle à cette droite ; cette parallèle rencontre et en un point 
à partir duquel on mène les tangentes à la base du cône. Les géné- 
ratrices du cône, qui passent par les points de contact de ces tan- 
gentes, sont parallèles aux génératrices de la surface d'égale pente 
qui contiennent les points demandés. 

La génératrice de la surface, qui est parallèle à se, est parallèle 
au plan sécant; elle rencontre alors ce plan à l'infini; elle est 
parallèle à une asymptote de la courbe d'intersection. Pour avoir 
cette asymptote, il suffit de prendre la droite d'intersection du plan 
sécant et du plan tangent à la surface développable le long de la 
génératrice parallèle à se. 

Menons se perpendiculairement à et et NG perpendiculairement 

à CT, on a 

NC jfr 

et, comme ce dernier rapport est constant, on voit que la courbe 
d'intersection de la surface d'égale pente par un plan quelconque 
est, en projection horizontale, le lieu des points dont le rapport 
des distances à la trace du plan sécant et à l'ellipse directrice est 
constant. 

Remarques. — Cette propriété s'étend à deux surfaces d'égale 

Fig. 223. 
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pente quelconques. Si l'on a sur un plan {^fig. aaS) les direc- 
trices de deux surfaces d'égale pente, la projection de la courbe 
d'intersection de ces surfaces sur ce plan est toujours telle que 
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NC 

^ =const., et, pour avoir la tangente en N à la projection de 

cette courbe, il suffit de prendre le point de rencontre des tan- 
gentes aux courbes directrices issues des points A et C et de 
joindre le point N à ce point de rencontre. 

Si Tune des directrices est une droite AT {/ig- 294) ^^ l'autre 

Fig. 324. 
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directrice un point F, auquel cas les surlaces sont Tune un plan et 
l'autre un cône de révolution dont le sommet est F, on a tou- 
jours "-- = const., et Ton voit que la projection de la section co- 
nique, intersection du cône de révolution par le plan sécant, est 
le lieu des points dont le rapport des distances à une droite fixe et 
à un point fixe est constant. 

En appliquant ce que nous venons de dire pour la construction 
de la tangente, nous trouvons qu'il faut mener par le point F la 
trace du plan tangent au cône de révolution, c'est-à-dire la perpen- 
diculaire FT à NF, prendre le point de rencontre de cette droite 
avec AT et joindre ce point de rencontre au point N : on a ainsi 
la tangente à la conique en N. 

D'un point donné mener un plan tangent à la surface d'égale 
pente. 

Transportons le cône directeur de manière à lui donner pour 
sommet le point donné et prenons la trace de ce cône sur le plan de 
l'ellipse directrice. Les plans tangents demandés doivent avoir pour 
traces des tangentes communes à cette circonférence et à l'ellipse 
directrice ; mais il faut choisir parmi ces tangentes celles qui cor- 
respondent à des génératrices de la surface d'égale pente et du cône 
directeur parallèles entre elles. Ainsi, aux points V et i^ {fie* ^^^) 
nous avons bien pour la surface d'égale pente et pour le cône des 
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génératrices parallèles entre elles, tandis que pour les points I et i 
cela n'a pas lieu. 

La parallèle menée du point I à la génératrice du cône qui passe 
par le point i est relative à une nappe de la surface qui est, par 
rapport au plan horizontal de projection, la symétrique de celle 
que nous avons considérée. C'est la surface formée par ces deux 
nappes qui donne lieu, dans les plans de symétrie, aux coniques 
doubles traces de la surface, et c'est cette surface complète qui a 
quatre lignes doubles : l'ellipse directrice donnée, les deux co- 
niques situées dans les plans de symétrie et enfin une ligne à l'in- 
fini. 

La marche que nous venons d'indiquer pour la construction du 
plan tangent mené à partir d'un point est applicable dans le cas 
d'une surface développable quelconque. 

Mener à la surface d'égale pente des plans tangents parallèle- 
ment à une droite donnée. 

Par le sommet s du cône directeur menons une droite parallèle 
à la droite donnée et par cette droite menons des plans tangents 
au cône directeur. Ces plans sont parallèles aux plans demandés, 
et leurs traces sont parallèles aux traces des plans cherchés. Il suf- 
fit donc de mener à l'ellipse directrice des tangentes parallèles à 
ces traces pour avoir les traces horizontales des plans tangents 
demandés. Il faut toujours avoir soin d'examiner parmi ces tan- 
gentes celles qui répondent à la question. 

Cette solution est applicable au cas d'une surface développable 
dont le cône directeur n'est pas de révolution. 

En effectuant le développement de la surface d'égale pente, on 
peut remarquer que l'ellipse directrice se transforme en un arc 
d'une développante de la transformée de l'arête de rebroussement 
de la surface d'égale pente. 
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Générations. — Nous avons vu que le déplacemenl d'une droite, 
indépendamment de ses points, est défini au moyen de trois condi- 
tions. Nous pouvons alors, pour engendrer une surface gauche, 
nous donner, par exemple, trois courbes ou surfaces directrices. 
Lorsque Ton donne trois courbes directrices, on construit les géné- 
ratrices qui partent d'un point a {Jig' 225) de Tune d'elles, en pre- 

Fig. 225. 



nant les intersections des cônes ayant pour sommet le point a et 
pour directrices les deux autres courbes directrices données. 

Si pour un point m la génératrice ainsi construite est telle, 
qu'aux points e, g les plans tangents à la surface réglée se con- 
fondent, elle est appelée génératrice singulière. Le plan tangent 
le long de cette génératrice est alors le même pour tous les points 
de la surface, excepté pour le point m, car le plan tangent en ce 
point est le plan de la génératrice mg et de la tangente nit à la 
courbe directrice, c'est-à-dire un plan bien défini et qui n'est pas 
nécessairement confondu avec le plan tangent en e ou en g^; le 
point ni est alors le point central sur cette génératrice. 

On peut définir une surface gauche en donnant une courbe direc- 
trice et deux surfaces directrices ; on construit la génératrice qui 
part d'un point de la courbe directrice en prenant les intersections 
des cônes dont les sommets sont en ce point et qui sont circon- 
scrits aux deux surfaces directrices. 

On peut définir une surface gauche en donnant deux courbes ou 
surfaces directrices et un cône directeur. Supposons donnés deux 
courbes directrices et un cône directeur, pour construire les géné- 
ratrices qui partent d'un point d'une des courbes directrices on 
transporte en ce point le sommet du cône directeur, on prend 
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les points de rencontre de ce cône avec la seconde courbe direc- 
trice et l'on joint ces points au sommet de ce cône. 

Lorsque Tune des courbes directrices se réduit à une droite et 
que le cône directeur est un plan, on a une surface réglée que 
Ton désigne sous le nom de conoïde. Lorsque la directrice recti- 
ligne du conoïde est perpendiculaire au plan directeur, on dit que 
le conoïde est droit. 

Enfin on peut définir une surface réglée en considérant la droite 
qui l'engendre comme faisant partie d'une figure de forme inva- 
riable et en donnant les conditions qui définissent le déplacement 
d'une pareille figure. 

Paraboloîde hyperbolique. Plan tangent. — Prenons un parabo- 
loïde hyperbolique comme premier exemple d'une surface gauche 
ifiS' ^^^)* Supposons que le plan horizontal soit son plan direc- 
teur et que ses directrices aient pour projections (A', A), (B', B). 

Fig. 2a6. 








Menons une parallèle a!b' à la ligne de terre; cette droite est la 
projection verticale d'une génératrice de la surface, génératrice 
que nous appelons du premier système, a' se projette au point a 
sur A, i'au point b sur B; ab est la projection horizontale de cette 
génératrice du premier système. 

Cherchons le plan tangent au point (m', m) de cette génératrice. 
Ce plan est déterminé par a'V et par la génératrice du second sys- 
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lème qui passe par le point (m', m). Pour construire cette géné- 
ratrice du second système, nous n'avons qu'à mener par le 
point [m\m) une droite qui rencontre deux des génératrices du 
premier système. 

Nous allons choisir ces deux génératrices de manière à simplifier 
les tracés. La première que nous prenons est la trace horizontale 
du paraboloïde : c'est la droite que l'on obtient en joignant les 
traces horizontales des deux directrices données; l'autre est la 
génératrice qui se projette verticalement au point o' où se ren- 
contrent les projections verticales des deux directrices; o' repré- 
sente une génératrice du second système, car c'est une droite 
horizontale qui rencontre les deux directrices. On a alors tout de 
suite la projection verticale o^m! de la génératrice du second sys- 
tème qui passe par m', et, en élevant par le point tfy où la droite o'mf 
rencontre la ligne de terre, la perpendiculaire tft à cette ligne, 
on a sur la trace horizontale du paraboloïde le point f, qui est la 
trace horizontale de cette génératrice du second système; mt est 
alors la projection horizontale de cette droite, mt, wli! sont les 
projections horizontale et verticale de la génératrice cherchée; 
cette droite et (ni, olV^ donnent le plan tangent demandé. 

Par une construction inverse, on détermine le point où un plan 
mené par (ai, alV^ touche le paraboloïde. 

Si le plan mené par (rti, alV) est vertical, ce plan est alors un 
plan central pour cette génératrice, et le point où il touche le pa- 
raboloïde est le point central sur dV . 

Le lieu de ces points centraux est la ligne de striction du parabo- 
loïde ; cette ligne de striction peut être considérée comme la ligne 
de contact du paraboloïde et d'un cylindre circonscrit dont les 
génératrices sont verticales. Celte courbe est alors une parabole. 

La tangente en un point de cette ligne de striction est la tan- 
gente conjuguée, par rapport aux deux génératrices du parabo- 
loïde, de la verticale qui passe par ce point. 

Le cylindre circonscrit au paraboloïde a pour contour apparent, 
sur le plan vertical de projection, la perpendiculaire o'p à la ligne 
de terre. La parabole, projection verticale de la ligne de striction, 
touche cette perpendiculaire au point o'. Si ri est le point central 
sur alV ^ la tangente en ce point à cette parabole est la droite rii 
qui passe par le point i, milieu du segment intercepté sur la verli- 
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cale o'p par les deux génératrices du paraboloïde qui passent en rî. 
Les diamètres de la parabole, projection verticale de la ligne de 
striction, sont parallèles à la droite qui joint le point i au milieu 
de o'rj!\ ils sont donc parallèles à la ligne de terre. On voit aussi 
que o' est le sommet de cette parabole. 

Mener à un paraboloïde un plan tangent parallèlement à un 
plan donné (Q). 

On prend la trace de ce plan sur le plan directeur donné ; par 
chacune des directrices on mène un plan parallèle à cette trace. 
Ces deux plans se coupent suivant une droite qui est une généra- 
trice du paraboloïde. Le plan mené par cette génératrice parallèle- 
ment au plan (Q) est le plan tangent demandé. 

Projections diverses d'une portion de paraboloïde. — Prenons 
{fig- 227) pour plan horizontal de projection un plan perpendicu- 





laire à Taxe du paraboloïde et pour plan vertical un plan parallèle 
à Tun des plans principaux. Limitons la portion que nous voulons 
représenter à des génératrices également distantes de Taxe; ces 
droites forment en projection horizontale le losange abcd; les 
points a et c se projettent verticalement en a! et </, qui sont à la 
même hauteur; les points i et rf se projettent verticalement en un 
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seul point i', et les quatre côtés du losange abcd se projettent ver- 
ticalement suivant a'i', Vcf. 

Traçons un certain nombre de génératrices de chacun des sys- 
tèmes. Pour cela, divisons ad en parties égales ainsi que aby et par 
les points de division menons les génératrices du paraboloïde. Les 
projections de ces droites sur le plan vertical de projection enve- 
loppent la ligne de contour apparent du paraboloïde, c'est-à-dire 
une parabole. 

Projetons le paraboloïde sur un plan vertical parallèle à rfc, 
c'est-à-dire parallèle à l'un des plans directeurs. Le point a se 
projette en a" situé au-dessus de la nouvelle ligne de terre, à la 
hauteur du point a au-dessus de la première. Le point d'y nou- 
velle projection verticale du point c, est toujours à la même hau- 
teur que le point a", et les points b el d se projettent en b" cl d"^ 
à une hauteur égale à la hauteur du point U au-dessus de la pre- 
mière ligne de terre. 

Joignons d" eX. i"aux points a'' et cf', nous obtenons les nouvelles 
projeclions verticales des génératrices qui limitent la portion du 
paraboloïde que nous représentons. En prenant encore les projec- 
tions des génératrices du paraboloïde sur le plan vertical de projec- 
tion, on a des droites qui enveloppent la ligne de contour appa- 
rent du paraboloïde sur le nouveau plan verlical de projection. 
Cette courbe est encore une parabole, puisque nous avons dit que 
la courbe de contact d'un cylindre circonscrit à un paraboloïde 
est une parabole, en d'autres termes le cylindre circonscrit à un 
paraboloïde est toujours un cylindre parabolique. 

Si l'on projette le paraboloïde sur un plan perpendiculaire à 
l'un de ses plans directeurs, comme il y a nécessairement une 
génératrice g^ perpendiculaire à ce plan directeur, toutes les géné- 
ratrices du paraboloïde se projettent, les unes perpendiculaire- 
ment à la nouvelle ligne de terre, et les autres suivant des droites 
passant par le point g. 

Perspective cavalière d'une portion de paraboloïde. — Il est 
facile de tracer la perspective cavalière de la portion de paraboloïde 
représentée. 

Prenons comme plan de front un plan parallèle au premier plan 
vertical de projection que nous venons d'employer. AC est une 
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droite de front qui correspond à aV. Sur une perpcndîculaîre 
élevée du milieu de AC et à partir de ce point milieu, portons un 
segment égal à i'e. 

Par l'extrémité de ce segment menons une ligne fuyante et por- 
tons sur cette droite des longueurs réduites correspondant à ob 
et od\ nous obtenons les points B et D. 

Joignons deux à deux les points A, B, C, D, nous avons les pro- 
jections des quatre côtés du losange; partageons AB et CD en huit 
parties égales, nous n'avons qu'à joindre les points de division 
ainsi obtenus pour avoir les perspectives cavalières des génératrices 
de la surface. 

Il faut avoir soin de joindre d'abord le point de division le plus 
rapproché du point A au point de division le plus rapproché du 
point D, puis successivement on passe aux points de division voi- 
sins du premier point considéré, et l'on a alors, par l'enveloppe 
de ces droites, la parabole ligne de contour apparent du parabo- 
loïde en perspeclive cavalière. On peut tracer les autres généra- 
trices en divisant BC et AD dans le même nombre de parties égales 
et en joignant convenablement les points correspondants. 
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SURFACES GAUCHES (suite). 

Surface gauche définie par deux courbes directrices et un plan directeur. — Co- 
noïde droit circonscrit à une sphère. — Plan tangent au conoido en un point. — 
Plan tangent au conoîde parallèle à un plan donné. — Génératrices singulières du 
conoîde. — Remarques sur les génératrices singulières des surfaces gauches. — Sur- 
face gauche définie par deux courbes directrices et un cône directeur. — Cas parti- 
ticulier où le cdnc directeur est de révolution. — Surface gauche définie par trois 
courbes directrices. 



Surface gauche définie par deux courbes directrices et un plan 

directeur. — Une surface gauche est définie par deux directrices 
et un plan directeur ; on demande le plan tangent en un point 
d'une génératrice de cette surjace. 

Les direciriccs données sont (A, A'), (B, B') [fig. 228). Le plan 
directeur est pris pour plan horizontal de projection. 

Soit (m, m') le point pour lequel on demande le plan tangent. 
On a immédiatement, pour la génératrice a'V (jui contient ce point, 
un paraboloïde de raccordement : il suffît de prendre le parabo- 
loïde qui a pour plan directeur le plan horizontal et pour direc- 
trices les tangentes en a' et // aux courbes directrices données. Ce 
paraboloïde est de raccordement, puisque, aux. points a\ V et 
au point qui est ù Tinfini sur la droite o'i', il a les mêmes plans 
tangents que la surface gauche. On construit alors pour le point 
[m, m') le plan tangent à ce paraboloïde et Ton a le plan demandé. 

On sait que le long d'une génératrice a'V on peut construire 
une infinité de paraboloïdes de raccordement; tous ces paraboloïdes 
ont pour plan directeur le plan directeur de la surface gauche et 
pour directrices des droites tracées par les points a et V respec- 
tivement dans les plans tangents en ces points à la surface gauche. 
Menons dans ces plans tangents, par a' et A', des droites parallèles 
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au plan vertical de projection; ces droites se projettent horizon- 
talement suivant des parallèles à la ligne de terre. Le paraboloïde, 
dont ces droites sont les directrices, a alors les plans de projection 
pour plans directeurs ; sur chacun de ces plans les projections des 
génératrices forment des systèmes rayonnants^ Sur le plan vertical, 
par exemple, nous avons des droites qui passent par le point t!\ 
ce point i est la projection verticale de la génératrice du para- 
boloïde qui est perpendiculaire au plan vertical de projection. 
Cette génératrice se projette horizontalement suivant une droite 
qui rencontre ah au point c; le point c est la projection horizontale 
de la génératrice de ce paraboloïde particulier qui est perpendi- 



Fig. 228. 
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culaire au plan horizontal de projection. Sur le plan horizontal, 
les génératrices se projettent suivant des droites passant par le 
point c. Le point de la droite ab, qui se projette au point c, est 
donc le point pour lequel le plan vertical qui projette ab est tan- 
gent au paraboloïde; le point c est alors le point central sur la 
génératrice ab. On voit ainsi que le point central sur ab est au 
point de rencontre de cette droite et de la perpendiculaire à la 
ligne de terre menée par le point de rencontre des projections 
verticales des directrices du paraboloïde de raccordement qui a le 
plan vertical pour plan directeur. 

Si les directrices a't\ V t! sont parallèles entre elles, le point f'est 
à rinfini, et le point central c est aussi à Tinfîni. 

Voilà une circonstance où le point central sur une généra- 
trice est à rinfini ; nous montrerons bientôt comment on peut 
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obtenir des surfaces gauches pour lesquelles cette particularité se , 
présente. 

Conolde droit circonscrit à une sphère. — Considérons comme 
exemple de surface gauche à plan directeur un conoïde droit cir- 
conscrit à une sphère. 

Prenons {fig» 229) pour plan horizontal de projection le plan 

Fig. aag. 




directeur du conoïde, et pour plan vertical un plan parallèle au 
plan mené par la directrice rectiligne et par le centre de la sphère 
directrice. La directrice rectiligne est la verticale qui se projette 
horizontalement au point a\ le centre de la sphère se projette au 
point (o, o')\ la droite ao est parallèle à la ligne de terre. 

Pour construire une génératrice du conoïde, coupons par im plan 
horizontal. Ce plan rencontre la directrice rectiligne au point a' 
et la sphère suivant un petit cercle ayant pour projection horizon- 
tale une circonférence dont le centre est au point o. Les tan- 
gentes aCy ah à cette circonférence menées du point a sont les 
projections horizontales des génératrices du conoïde situées dans 
ce plan horizontal. Les points de contact h^ e de ces tangentes 
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sont sur la circonférence décrite sur ao comme diamètre; les 
génératrices de la surface se projettent alors horizontalement sui- 
vant ae et ab. 

Les points de contact i, e sont symétriquement placés par rap- 
port à la droite ao et se projettent verticalement en un seul point b\ 
Quel que soit le plan sécant horizontal que Ton prenne pour 
construire des génératrices de la surface, on a toujours à tracer la . 
même circonférence décrite sur ao comme diamètre. Les points 
de contact avec la sphère directrice des génératrices du conoïde se 
projettent donc en des points de cette circonférence et forment 
alors la ligne d'intersection de celte sphère, avec le cylindre droit 
dont la base est la circonférence décrite sur ao comme diamètre. 
Cette ligne d'intersection esl une courbe du quatrième ordre; 
mais, par suite de la position du plan vertical qui est parallèle au 
plan vertical de symétrie ao, cette courbe se projette suivant un 
arc de section conique. 

En la considérant comme Tintersection d'un cylindre de révolu- 
tion et d'une sphère, nous pouvons appliquer ce que nous avons 
dit précédemment pour déterminer l'intersection de deux surfaces 
de révolution dont les axes se rencontrent. 

Si l'on veut le point de la courbe qui se trouve sur l'horizon- 
tale a'i', on considère cette droite comme la projection d'une 
section droite du cylindre; on inscrit dans ce cylindre une sphère 
le long de cette section droite, et l'on prend l'intersection de cette 
sphère avec la sphère donnée : cette intersection est un petit cercle 
qui se projette verticalement suivant la droite gh. Cette droite 
rencontre la projection verticale de la section droite du cylindre 
au point V \ le point V est le point cherché, et la corde gh est la 
tangente en ce point à la projection verticale de la courbe qui 
résulte de l'intersection du cylindre et de la sphère. 

On peut, au moyen de cette construction, démontrer que cette 
courbe est un arc de parabole, La tangente au point b' à cet 
arc de courbe étant la corde gh, la normale au point V est pa- 
rallèle à la ligne qui joint le centre o' de la sphère donnée au 
centre c de la section droite du cylindre qui contient le point b'\ 
cette normale rencontre en p la parallèle à la ligne de terre pas- 
sant par le point o' : on a o' p = cb' , Abaissons du point b' la per- 
pendiculaire b'q sur o'p\ comme qJ est égal à b'd^ on a alors 
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pq =cdy c'est-à-dire que le segment pç, compris entre le point y, 
pied de l'ordonnée du point i', et le point p^ pied de la nor- 
male i'p, est égal au rayon de la section droite du cylindre, c'est- 
à-dire qu'il est constant : la courbe est donc une parabole. 

Plan tangent au conoîde en un point. — Cherchons le plan tan- 
gent au conoîde au point ( /n, m') de la génératrice (ab^alV), Prenons 
le paraboloïdc de raccordement qui a pour plan directeur le plan 
horizontal, et dont les directrices sont la directrice rectiligne du 
conoîde et la parallèle au plan vertical de projection tracée du 
point y sur le plan tangent à la sphère. Cette droite se projette 
verticalement suivant la perpendiculaire b'i! dM rayon b'o'^ puisque 
le plan tangent à la sphère est perpendiculaire à V o'. 

Ce paraboloïde a même plan tangent que le conoîde, au point 
qui est à l'infini sur a!U : c'est le plan horizontal qui contient cette 
droite. Au point a!, il a même plan tangent que le conoîde : c'est 
le plan vertical mené par a!bf. Au point i', le plan tangent à la 
sphère e^t aussi le plan tangent au conoîde; car le plan tangent 
au conoîde au point b' est, comme le plan tangent à la sphère, 
déterminé à la fois par a!b'j qui est tangente à la sphère , et par la 
tangente au point V à la courbe de contact du conoîde et de la 
sphère. 

La projection b't! de la directrice de ce paraboloïde rencontre 
au point t! la projection de la directrice rectiligne du conoîde, et, 
comme les génératrices du paraboloïde se projettent verticale- 
ment suivant des droites passant par le point tfy il suffit de mener 
la droite dm' pour avoir la génératrice qui contient m'; la projec- 
tion horizontale de cette droite est la ligne menée par le point m 
parallèlement à la ligne de terre. Le plan déterminé par cette droite 
et par a'V est le plan tangent demandé. 

Plan tangent au conoîde, parallèle à un plan donné. — Si l'on 
demande de mener au conoîde un plan tangent parallèle à un plan 
donné , la trace horizontale du plan donné est alors parallèle à la 
génératrice du conoîde qui contient le point de contact demandé. 
On mène par le point a une parallèle à la trace horizontale de ce 
plan donné, et l'on a la projection horizontale de la génératrice 
qui contient ce point de contact. De cette projection horizontale, 

a? 
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on déduit facilement la projection verticale, puis on achève en 
employant, comme précédemment, un paraboloïde qui a pour 
plans directeurs les deux plans de projection. 

Génératrices singulières du conoîde. — Ce conoïde possède des 
génératrices singulières. Prenons la génératrice qui se projette 
verticalement suivant /'/'. Le plan tangent au point l'au conoïde 
est le plan horizontal qui est tangent en ce point à la sphère 
donnée et il est le même que le plan tangent au point qui est à 
l'infini sur la génératrice ti' , Cette génératrice est alors une géné- 
ratrice singulière. 

Le point central est le point /'; car, toutes les génératrices du 
conoïde étant perpendiculaires à la directrice rectiligne donnée, 
cette directrice est la ligne de striction du conoïde. 

Les plans tangents au conoïde aux différents points de Ci' sont 
confondus avec le plan tangent au point qui est à Tinfini sur cette 
génératrice singulière; le paramètre de distribution des plans tan- 
gents est nul. Cela se voit aussi immédiatement en remarquant que 
la génératrice infiniment voisine de PU est à une distance de cette 
droite, infiniment petite par rapport à Tangle que ces deux droites 
font entre elles; car cette distance est égale à la distance au plan 
tangent en i' d'un point de la courbe de contact du conoïde et de 
la sphère, infiniment voisin de i'. 

La génératrice du conoïde qui se projette verticalement suivant 
la droite /•'o' est telle, que le plan tangent au point central r sur 
cette génératrice est le même qu'au point de contact de cette géné- 
ratrice avec la sphère. Pour ces deux points, le plan tangent est le 
plan vertical qui projette la génératrice; les plans tangents aux 
différents points de cette droite sont confondus avec le plan tan- 
gent au point central. Nous avons une génératrice singulière pour 
laquelle le paramètre est infini. On arrive immédiatement à ce 
dernier résultat en remarquant que, si le point / s'élève infini- 
ment peu sur la directrice rectiligne, la génératrice tourne d'un 
angle qui est infiniment petit par rapport au chemin parcouru 
par r^. 

Nous trouvons donc sur le conoïde des génératrices singulières, 
les unes déterminées par les plans tangents à la surface directrice, 
menés parallèlement au plan directeur, les autres par les plans 
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tangents à la surface directrice, menés par la directrice rectiligne. 

On trouve de même des génératrices singulières sur un conoïde 
quelconque en menant des plans tangents à la surface directrice 
parallèlement au plan directeur, ou, en menant par la directrice 
rectiligne des plans tangents à la surface directrice : dans ces plans 
tangents les génératrices du conoïde sont des génératrices singu- 
lières de cette surface . 

Entre la génératrice singulière du conoïde droit pour laquelle le 
paramètre est nul et la génératrice singulière pour laquelle le para- 
mètre est infini, on peut trouver sur le conoïde droit une généra- 
trice pour laquelle le paramètre a une valeur arbitraire; mais, pour 
toutes ces génératrices du conoïde droit, le point central est à 
distance finie, puisqu'il est toujours sur la direclrice rectiligne du 
conoïde. Nous allons voir qu'on peut rencontrer sur les surfaces 
gauches, non seulement de pareilles génératrices, mais des géné- 
ratrices singulières pour lesquelles le paramètre peut avoir une 
valeur quelconque, le point central étant à Tinfini. 

Remarques sur les génératrices singulières des surfaces gauches. 
— Prenons [fig» a3o) une surface gauche qui a pour plan direc- 
teur le plan vertical de projection et qui est définie au moyen de 
deux directrices horizontales. Soit o une génératrice verticale de la 
surface. Supposons que les deux directrices soient deux courbes 
quelconques; elles se projettent horizontalement suivant les deux 
lignes ort, ob qui passent par le point o. 

Puisque le plan vertical est le plan directeur de la surface, nous 
obtenons une génératrice en menant un plan pab parallèle à ce 
plan vertical; le point a est la projection horizontale du pointa', 
le point b du point i', et la génératrice de la surface qui est dans 
ce plan vertical est la droite a'V, Cette projection a!b' rencontre la 
projection de la génératrice verticale o en un point c, et, lorsque 
a!U est une génératrice infiniment voisine de la verticale o, le 
point c est le point central sur cette verticale. 

Calculons la distance cd. Appelons h la distance verticale qui 
sépare les plans des deux directrices. 

On a 

cd a' d pa 
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dislance cd est alors infinie el le paramètre est fini ; le plan tangent, 
aux diflérents points de la génératrice qui sont à distance finie, 
est confondu avec le plan parallèle au plan direcleur. 

6° Enfin la ligne de terre est x^y^, les courbes tangentes entre 
elles à la parallèle à J^e/ei menée par le point o, sont osculatrices 
entre elles en ce point , lequel est un point d'inflexion sur ces 
courbes. (On conçoit la possibilité d'arriver à de pareilles courbes 
en prenant deux courbes gauches osculatrices et en projetant ces 
deux courbes sur un plan perpendiculaire à leur plan osculateur 
commun. Les projections de ces courbes présentent un point d'in- 
flexion, et en ce point ces projections sont des courbes oscula- 
trices.) Ici op est un infiniment petit du troisième ordre et ab du 
deuxième. La distance cd est alors infinie et le paramètre est nul. 

Les difl^érentes données que nous venons d'examiner sont au 
nombre de six; pour trois d'entre elles, le point central étant à 
distance finie, le paramètre présente toutes les valeurs depuis 
zéro jusqu'à l'infini ; puis pour les trois autres, le point central étant 
à Tinfîni, le paramètre passe aussi par toutes les valeurs depuis zéro 
jusqu'à l'infini. 

Surface gauche définie par deux courbes directrices et un cône 
directeur. — Une surface gauche est définie par deux courbes di- 
rectrices et son cône directeur. Pour construire une génératrice 
de la surface, celle qui passe, par exemple, par le point a de 
l'une des courbes directrices, on transporte le cône directeur de 
façon à lui donner pour sommet le point a; il est coupé par l'autre 
courbe directrice en un certain nombre de points ; les droites qui 
joignent ces points au point a sont des génératrices de la surface. 
Si, pour Tune de ces droites aft, on demande le plan tangent au 
point m, on emploie un paraboloïde de raccordement qui a pour 
plan directeur le plan tangent au cône directeur le long de ab et 
mêmes plans tangents que la surface aux points a et b. 

Cas particulier où le cône directeur est de révolution. — Exa- 
minons en parliculier le cas où le cône directeur est de révolution. 
Prenons comme plan horizontal {Jig- 23 1) un plan perpendiculaire 
à l'axe de ce cône de révolution. Pour une génératrice quelconque 
de la surface, le plan central, étant parallèle à l'un des plans méri- 
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diens du cône, est un plan vertical. Le plan central de la surface 
gauche pour une génératrice ab est Tun des plans directeurs du 
paraboloïde des normales à cette surface pour cette génératrice. 
Les génératrices de ce paraboloïde, qui ne sont pas parallèles au 
plan central, c'est-à-dire les normales de la surface gauche, se 
projettent alors horizontalement suivant des droites passant par 
un même point. Nous connaissons le plan tangent à la surface 
réglée au point a, où ab rencontre Tune des directrices données, 
et la normale en ce point à cette surface; de même au point b. Le 
point de rencontre c des projections horizontales de ces deux nor- 

Fig. 23 r. 




maies est le point par lequel passent les projections horizontales 
des normales à la surface réglée pour les différents points de la 
génératrice ab* Par suite, pour un point (m, m'), la normale à la 
surface se projette horizontalement suivant la droite c//i, et la trace 
horizontale du plan tangent en ce point m est la perpendiculaire, 
abaissée de la trace horizontale t de la génératrice ab^ sur la 
droite C771. 

On peut encore arriver à ce résultat de la manière suivante. 

Supposons que la génératrice ab et le plan horizontal soient 
liés invariablement. Nous pouvons faire glisser le plan horizontal 
sur lui-même de façon que la génératrice qui lui est liée se déplace 
en rencontrant constamment les deux directrices données. Pour 
un déplacement infiniment petit de ab^ ainsi lié au plan horizon- 
tal, le point a décrit une trajectoire parallèle au plan horizontal 
et pour laquelle le plan normal est le plan vertical dont la trace 
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horizontale est la droite ac. De même pour le point i, le plan nor- 
mal à la trajectoire de ce point a pour trace horizontale bc\ le 
point c est alors la projection horizontale de Taxe instantané de 
rotation relatif au déplacement infiniment petit de ab. Pour un 
point quelconque m àe ab, la trajectoire de ce point a pour plan 
normal le plan vertical mc\ ce plan vertical contient la normale à 
la surface réglée, et, par suite, la trace horizontale du plan tangent 
en m à cette surface est la perpendiculaire abaissée du point t sur 
la droite me. 

Celte construction n'est autre que celle à laquelle nous étions 
arrivés pour Thélicoïde réglé, et nous voyons ainsi que si, pour 
rhélicoïde réglé, la construction du plan tangent en un point d'une 
génératrice s'obtenait simplement, c'est parce que le cône directeur 
de cette surface est un cône de révolution. 

Surface gauche définie par trois courbes directrices. — EnGn, 
supposons que la surface gauche soit définie par trois courbes 
directrices {Jig- aSa). Pour la génératrice abc qui rencontre les 

Fig. a32. 




directrices données aux points a, b et c, nous connaissons les plans 
tangents à la surface en ces points : ce sont les plans déterminés 
par la génératrice et par les tangentes aux courbes directrices aux 
points a, &, c. En traçant resgpectivement par a, &, c des droites A, 
B, C dans ces plans tangents, nous avons les directrices d'un hyper- 
boloïde de raccordement à la surface. 

Afin de déterminer le plan tangent à la surface gauche au point m 
de la génératrice abc^ nous n'avons qu'à construire le plan tan- 
gent en ce point m à cet h^-perboloïde de raccordement. Pour cela, 
menons deux génératrices G|, Gj de cet hyperboloïde du même 
système que la génératrice abc, La droite partant du point m et 
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qui rencontre G| et Gj est la génératrice de Thyperboloïde du même 
système que A, B, G. Cette droite et la génératrice abc déterminent 
le plan tangent demandé. 

Inversement, si par la génératrice abc on mène un plan quel- 
conque, on obtient le point où ce plan touche la surface réglée 
en prenant le point de rencontre de la génératrice abc avec la 
droite suivant laquelle ce plan coupe l'hyperboloïde de raccorde- 
ment. 

La droite d'intersection de ce plan et de l'hyperboloïde n'est 
autre que la droite qui joint les traces de G| et de Ga sur le plan 
donné mené par abc. On a donc facilement le point de contact de 
ce plan avec la surface réglée. 

Il est clair que pour les tracés on doit choisir convenablement 
les génératrices auxiliaires G|, G3. Dans la Leçon suivante, nous 
verrons que l'on peut, par un choix convenable de ces génératrices, 
arriver à des tracés très simples. 
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SURFACES GAUCHES (suite). - PROBLÈMES RELATIFS 
AUX SURFACES GAUCHES (appl. de géom. ciném.). 

Surface gauche définie par trois courbes directrices : Biais passé gauche. — Côoe 
directeur. — Plan tangent en un point : différentes solutions. — Génératrices sin- 
gulières. — Problèmes relatifs aux surfaces gauches (appl. de Géom. ciném.). — 
Surfaces réglées engendrées pendant le déplacement d'une figure de forme inTariable. 

— Dièdre mobile. — Droite mobile dont quatre points restent sur quatre surfaces 
données. — Construction de la tangente à la courbe de contact de la surface engen- 
drée par une droite, tangente à trois surfaces directrices, aTec l'une de ces surfaces. 

— Lieu des droites liées à une figure, dont les déplacements sont assujettis à 
quatre conditions, et qui, & partir do leurs positions primitives, n'engendrent pas 
de pinceaux. 



SCPPLÉMENT. — Applications de Géométrie cinématique, — Déplacement d'un dièdre 
de grandeur invariable dont l'arête est tangente à deux surfaces données et les 
faces tangentes à ces mêmes surfaces. — Hyperboloîdc osculateur le long d'une 
génératrice d'une surface réglée définie par trois courbes ou surfaces directrices. — 
Construire rhypcrboloide osculateur d'une normalie. — Sur les trajectoires d^ 
points d'une droite mobile. 



Surface gauche définie par trois courbes directrices : biais passé 
gauche. — Comme exemple de surface gauche définie par trois 
courbes directrices, nous allons prendre une surface que Ton ren- 
contre dans le Cours de Stéréotomie et qu'on appelle biais passé 
gauche. Les trois directrices de cette surface sont deux circonfé- 
rences égales, dont les plans sont parallèles, et la perpendicu- 
laire aux plans de ces circonférences qui passe par le milieu du 
segment de droite compris entre les centres de ces courbes. 

Prenons {fig- ^33) comme plan vertical de projection un plan 
parallèle aux plans des circonférences directrices C|, C2 et pour 
plan horizontal le plan perpendiculaire à celui-ci mené par la di- 
rectrice D. Les circonférences se projettent alors verticalement 
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suivant les circonférences égales 0',, C,, dont les centres sont sur 
la ligne de terre, et ia directrice D a pour projection verticale le 
point o* qui est à égales distances de ces centres. Les génératrices 
de la surface gauche se projettent verticalement suivant des droites 
qui passent paro', puisqu'elles rencontrent toutes la directrice D. 
Prenons l'une de ces génératrices, a'b'c'd'; les quatre points t^, 
b', d, d' se projettent horizontalement en a, b, c, d. Comme le 
point & est à égales distances des centres des deux circonférences, 

Fig. 433. 




les points a et A sont à égales distances de la projection liorizonlale 
de D ; il en est de môme des points c et d. En joignant deux à deux 
les quatre points a, b, c, d, nous obtenons un parallélogramme et 
ses diagonales ; le point de rencontre o de ces diagonales est sur la 
directrice rectiligne D et sur la droite qui joint les centres des deux 
circonférences. 

Une droite telle que t^b', qui passe par of, correspond toujours à 
quatre droites rencontrant les trois directrices données. Mais parmi 
ces droites il y en a toujours deux qui passent par le même point o; 
l'ensemble de ces dernières droites forme un cône ayant pour som- 
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met ce point o et pour directrices les circonférences données. Le 
biais passé gauche est la surface engendrée par les deux autres 
droites telles que ady bc. 

Par le point o menons ol parallèlement à ad et bc ; le point / 
est alors le milieu de bd. En projetant le point / en V sur la 
droite o'b'y nous obtenons le point /'qui est le milieu de b'd'. 
Pour une génératrice quelconque du biais passé, on a un point tel 
que V. Le lieu de ces points est une circonférence de cercle qui 
passe par le centre de C, ; cette circonférence n'est autre que la 
Irace du cône directeur de la surface sur le plan de cette circon- 
férence directrice. 

Cône directeur. — On voit ainsi qu'en plaçant en o le sommet 
du cône directeur du biais passé gauche, ce cône a pour trace sur 
le plan de C|, ou de C2, une circonférence de cercle dont le centre 
est sur le plan horizontal de projection. 

Plan tangent en un point. — Prenons un point (m, m) sur la 
génératrice [bc, b'd) et proposons-nous de construire le plan tan- 
gent en ce point au biais passé gauche. Nous allons employer 
un hyperboloïde de raccordement à cette surface le long de la 
génératrice bc. Menons au point c' une tangente à C^ ; cette tan- 
gente se projette horizontalement sur le segment de droite Cj 
suivant lequel se projette cette circonférence; de même, menons 
au point b' une tangente à C'^ . Les projections verticales de ces 
tangentes se rencontrent en un point e! qui est sur le prolonge- 
ment de D. Cela résulte de la situation de la directrice rectiligne 
par rapport aux circonférences directrices qui ont des rayons 
égaux. 

L'hyperboloïde de raccordement que nous allons employer a 
pour directrices les tangentes en d, V aux deux circonférences di- 
rectrices du biais passé et la directrice rectiligne D de cette surface. 

Pour construire le plan tangent au point (m, m'), nous devons 
chercher une génératrice de cet hyperboloïde qui rencontre des 
droites de cette surface du même système que ic. Prenons pour 
Tune de ces droites la trace de Thyperboloïde sur le plan horizontal, 
qui contient déjà la directrice rectiligne D. Cette trace s'obtient 
en joignant par une droite les traces horizontales des tangentes 
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aux circonférences directrices, qui sont les directrices de Thyper- 
boloïde. 

La perpendiculaire d au plan vertical rencontre les directrices 
de rhyperboloïde projetées suivant e'c', éV et la droite D à laquelle 
elle est parallèle. Cette perpendiculaire au plan vertical est donc 
aussi une droite de Thyperboloïde du même système que la généra- 
trice qui contient le point m. En joignant le point f! au point m^ 
nous avons la projection verticale d'une génératrice de cet hyper- 
boloïde, et, comme la trace horizontale de cette droite doit être sur 
la trace horizontale de Thyperboloïde, cette trace est au point t. 
En joignant le point m au point ^, nous avons alors la projection 
horizontale de la ligne dm! , Les droites mX et mV sont les projec- 
tions d'une droite qui avec la génératrice de Thyperboloïde défi- 
nissent le plan tangent demandé. La trace horizontale de ce plan 
tangent est la droite rt. 

Autres solutions pour déterminer le plan tangent. — Le plan 
tangent en un point d'une génératrice d'une surface gauche est le 
plan déterminé par cette génératrice et par une tangente menée 
par ce point à la surface. Nous aurons donc facilement le plan 
langent après avoir construit en (m, m') la tangente à une courbe 
tracée sur le biais passé. 

Or, il est très aisé de construire la tangente à la section faite 
dans le biais passé par un plan mené par le point (m, m') paral- 
lèlement au plan vertical de projection. 

Ce plan sécant étant parallèle aux plans des courbes directrices 
détermine avec les circonférences C|, C2 trois plans qui partagent 
toutes les génératrices de la surface en segments proportionnels ; 
ces segments se projettent sur le plan vertical de projection suivant 
des segments dont le rapport est égal au rapport dans lequel se 
trouvent partagées les génératrices dans l'espace. Pour une généra- 
trice quelconque de la surface, les segments tels que dwl ^ ni II sont 
donc dans un rapport constant. 

Sur le plan vertical de projection, la courbe lieu des points tels 
que wl partage alors dans un rapport constant les segments inter- 
ceptés par C, , C3 sur des droites telles que dh\ qui passent con- 
stamment par le point o^ 

Nous savons construire la normale à la courbe lieu des points 
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tels que rri. Pour déterminer cette droite, élevons au point o' 
{fis- ^^4) (*) ui^c perpendiculaire à ofmt\ menons au point (/la 
normale à G.^ ; elle rencontre en un point y la perpendiculaire que 
nous venons de mener; traçons de même la normale au pointa' 

Fig. 334. 




à C, ; elle rencontre la perpendiculaire o'y au point P : la normale 
demandée passe par le point fx, qui partage le segment y(3 de façon 
y IL c' m' 

Pour déterminer le point fx, il suflGt de prendre le point de ren- 
contre e des droites c'y, i'j3 et d'abaisser de ce point e une perpendi- 
culaire sur la droite efmf : cette perpendiculaire coupe o'y au 
point II. En effet, les triangles i'c'e', j3ye sont semblables, puis- 
qu'ils ont leurs côtés respectivement perpendiculaires; en abais- 
sant du point e une perpendiculaire sur efmf, nous avons Thomo- 
logue de cette droite; elle partage le côté yj3 comme le point m' 
partage le côté c'i'. Ayant le point fx, nous avons la normale /z/pt, 
et la perpendiculaire à cette droite menée par le point m' est paral- 
lèle à la trace verticale du plan tangent demandé. 

Nous venons de déterminer le plan tangent en construisant la 
tangente en m' à la section faite dans le biais passé par un plan 
mené par ce point parallèlement au plan vertical de projection et 



(*) Nous faisons cette construction sur une figure particulière pour ne pas compli- 
quer \^Jîg* ^33. 
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en donnant de cette section plane une certaine définition. Nous 
allons montrer que la projection verticale de cette section plane 
peut être engendrée d'une autre façon (*). Il en résultera une con- 
struction de la normale à la projection verticale de cette courbe et 
une autre construction du plan tangent. 

Le plan sécant mené par le point m rencontre [fig* 233) la 
génératrice ol du cône directeur au point [Vj v^)\ ce point ap- 
partient à la trace du cône directeur sur ce plan. Cette trace est 
une circonférence de cercle qui se projette verticalement suivant 
une circonférence tangente au point o' à la projection verticale 
de la circonférence lieu des points tels que /'. 

Puisque la droite ol est parallèle à la génératrice im, on a 



et, par suite, 



bm = p/, 



b'm' — ç'V, 



On obtient donc la projection verticale de la section plane en 
portant sur des droites parlant du point fixe o' et à partir des points 
où elles rencontrent C, des segments tels que b*m\ égaux aux seg- 
ments tels que ^''Z', interceptés par deux circonférences fixes. 

11 résulte de là un moyen de construire la normale en m' à la 

Fig. 235. 




courbe ainsi obtenue. Élevcms {fig- ^35) (') au point o' une per- 
pendiculaire à o'i'; appelons i' le point milieu du segment v'b' , 



(•) Traité de Géométrie descriptive de M. de la Gocr?(ERIB, !!• Partie, p. 214. 
(') Nous avons fait une figure particulière pour no pas compliquer la fig. a33. 
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Le point i' est aussi le milieu du segment l'm'y puisque nous 
supposons que le segment b'm' est égal à v'l\ La normale au 
point v'y à la circonférence qui contient ce point, rencontre au 
point I la perpendiculaire à la droite (/l/ que nous venons de mener 
par le point o^ La normale au point b' à la circonférence direc- 
trice donne le point a sur cette perpendiculaire; la normale au 
point l' à la trace du cône directeur donne le point 4; enfin la nor- 
male cherchée vient donner le point [i. sur o'2. 

Puisque le point *' est le milieu de t^'b\ le segment i-3 est égal 

au segment 3-2. 

Puisque le point i' est le milieu du segment tm\ le segment 

4-3 est égal au segment 3-j:x. 



Il résulte de laque le segment 2-/x est égal au segment i-4* ^^ 
que, par conséquent, il est aussi facile de construire le point ft 
qu'il a été facile de déterminer le point m' sur la droite o'b'. Con- 
naissant la droite m'/x, il suffit d'élever une perpendiculaire à 
cette droite pour avoir une parallèle à la trace verticale du plan 
tangent demandé : ce plan est donc déterminé. 

Génératrices singulières. — H y a sur le biais passé gauche des 
génératrices singulières. Telles sont les génératrices situées dans 
le plan horizontal de projection : elles rencontrent la directrice 
rectiligne {/tg- ^33) aux points s, u. Ces génératrices rencontrent 
les circonférences directrices en des points pour lesquels les plans 
tangents sont verticaux et confondus. Le plan tangent est unique 
tout le long de ces génératrices; il est différent aux points 5 et ii, 
qui sont les points centraux sur ces génératrices. 

On a encore des génératrices singulières en prenant les généra- 
trices qui se projettent verticalement suivant les droites menées 
par le point o' tangentiellement aux projections verticales des 
circonférences directrices ; aux points où ces droites rencontrent 
ces circonférences directrices, on a pour chacune de ces droites 
un même plan tangent. 
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PROBLÈMES RELATIFS AUX SURFACES GAUCHES 

(appl. de géou. ciném.). 



Surfaces réglées engendrées pendant le déplacement d'une figure 
de forme invariable (*). — Nous allons considérer maintenant les 
surfaces réglées engendrées par des droites faisant partie de figures 
mobiles de forme invariable. 

Quatre plans [K)^ (B),(C), (E), liés invariablement, se coupent 
suivant une droite D ; chacun de ces plans est tangent à une sur- 
face donnée. Lorsqu'on déplace ce faisceau de façon que ces 
quatre plans restent tangents aux surfaces données, la droite D 
engendre une surface ( D ) . Nous nous proposons de construire le 
plan tangent à fjd) pour un point de la droite D. 

Soit a {fig- 236) le point de contact du plan (A) avec Tune des 




surfaces dircclriccs données. Lorsque nous déplaçons la figure de 
forme invariable, le plan (A) a une caractéristique qui passe par 
le point a ; mais la caractéristique d'un {)lan qui passe par une 
droite 1) est la projection de l'adjointe au plan perpendiculaire à 
cette droite; la normale A au point a à la surface directrice don- 
née doit donc rencontrer cette adjointe. 



(') Étude sur le déplacement, loc. cit. y et Comptes rendus des séances de l'Académie 
des ScienceSy 6 et i3 juin 1870, 3 ot 10 mars 1873. Ces deux dernières Communica- 
tions ont été reproduites dans le Bulletin de la Société mathématique de France, 
t. I, p. 106. Dans le même Volume, page ii4f on trouve une intéressante Note de 
M. Halpbe!«, Sur le mouvement d'une droite, 

28 



434 DEUXIÈME PARTIE. — TRENTIEME LEÇON. 

Ce que nous venons de dire pour l'un des plans, nous pou- 
vons le répéter pour les trois autres; nous voyons donc que, en 
menant aux surfaces directrices données des normales issues des 
points où ces surfaces sont touchées par les quatre plans (A), (B), 
(C), (E), nous obtenons quatre droites qui doivent rencontrer l'ad- 
jointe au plan perpendiculaire à D. Ces quatre droites A, B, C, E 
sont parallèles à un plan perpendiculaire à D ; par suite elles ren- 
contrent la droite à Tinfini sur ce plan. Il n'y a alors qu'une seule 
droite à distance finie qui rencontre A, B, C, E, et cette droite L 
est l'adjointe demandée. 

Construisons L. Considérons le paraboloïde qui a pour direc- 
trices les normales A, B, C. Coupons ce paraboloïde par le plan 
mené, par la normale E, perpendiculairement à la droite D, c'est- 
à-dire par un plan parallèle à l'un des plans directeurs de ce pa- 
raboloïde; la section est une droite G, qui rencontre E en un 
point g : la génératrice du paraboloïde (A, B, C), qui passe par le 
point g^, est la droite L qu'il s'agissait de construire. 

La droite L, adjointe au plan perpendiculaire à D, est, comme 
nous le savons, une droite qui appartient au paraboloïde des nor- 
males de la surface (D) engendrée par D; on obtient donc le plan 
tangent en un point quelconque m de D à la surface (D) de la ma- 
nière suivante : on mène par m un plan perpendiculaire à D, ce 
plan rencontre L en un point fx, la droite mfz est la génératrice du 
paraboloïde des normales, et, par conséquent, c'est la normale au 
point m à (D); le plan tangent demandé lui est perpendiculaire. 

On peut encore dire que ce plan tangent est le plan mené par D 
perpendiculairement au plan déterminé par le point m et par la 
droite L. 

Au moyen de la droite L, on obtient la caractéristique de l'un 
quelconque des quatre plans du faisceau mobile en projetant cette 
droite L sur ce plan. 

On peut remarquer que le paraboloïde des normales à la surface 
(D) pour la droite D est déterminé; par conséquent, cette droite 
engendre un clément de surface réglée, quoique les conditions 
qui définissent le déplacement de la figure de forme invariable ne 
soient qu'au nombre de quatre seulement, et qu'en général, dans 
ces circonstances, les points admettent des surfaces trajectoires et 
les droites engendrent des pinceaux : c'est que la droite D est 
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placée d'une façon particulière. Nous verrons plus loin que dans 
une figure de forme invariable il y a ainsi une infinité de droites, 
et nous examinerons comment elles sont placées. 

Prenons (J!g-2^y) le cas particulier où Ton n'a plus que deux 



plans assujettis à rester tangents à une surface donnée, la 
droite D étant en outre assujettie à toucher deux autres surfaces 
données, A partir des points de contacta et b des deux plans avec' 
la surface directrice, menons des normales à cette surface ; à partir 
des points où la droite D touche les autres surfaces directrices, 
menons les normales C, Eà ces surfaces. L'adjointe au plan per- 
pendiculaire à D rencontre A et B, comme nous l'avons mon- 
tré, et, comme cette droite appartient au paraboloïde des nor- 
males de la surface (D) engendrée par D, elle rencontre aussi C 
et E; elle doit donc rencontrer A, B, G, E. On la détermine comme 
nous venons de le dire et, lorsqu'elle est construite, on achève 
comme précédemment pour déterminer soit le plan tangent en un 
point quelconque m de D, soit la caractéristique de Tune des faces 
du dièdre mobile. 

Supposons {fig- 238) que Tanglc du dièdre formé par les plans 
(A) et (B) diffère infiniment peu de deux angles droits; alors a 
et h sont infiniment voisins de D, et la droite qui joint ces deux 
points (*st la tangente conjuguée de D par rapport à la surface 
directrice à laquelle la droite D est maintenant tangente. Cette 
droite est toujours assujettie, en outre, à toucher deux autres 
surfaces directrices données. En définitive, la droite D doit rester 
maintenant tangente à trois surfaces directrices, et un plan (A) 
niené par cette droite reste tangent à l'une de ces surfaces suc- 
cessii^ement aux points de contact de D avec cette surface. 

Le paraboloïde employé pour déterminer la droite L, adjointe 
au plan perpendiculaire à D, est le paraboloïde des trois droites A, 
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B, C. Mais A et B sont deux droites infiniment voisines; ce para- 
boloïde est donc le paraboloïde qui est mené par C et qui se rac- 
corde avec la normalie ayant pour directrice une courbe passant 
par les points a et b. 

Ce paraboloïde de raccordement a pour plans tangents, aux 

Fi{j. a38. 




centres de courbure principaux y^ et y^ situés sur la normale A, 
les plans des sections principales de la surface directrice. Les 
directrices de ce paraboloïde sont les droites qui joignent les 
points y,, y 2 aux points de rencontre de la droite C avec ces 
plans des sections principales. Ce paraboloïde est déterminé par 
ces deux droites et par son plan directeur, qui est toujours le 
plan perpendiculaire à D. 

En prenant le point de rencontre g de la droite E avec ce para- 
boloïde, la génératrice L qui passe par g est l'adjointe à Taide de 
laquelle on construit, comme précédemment, le plan tangent en 
un point quelconque m de la droite D. 

En projetant L sur le plan (A) tangent en « à la surface directrice 
donnée, on obtient la caractéristique de ce plan mobile. Comme 
cette droite est conjuguée de la tangente à la ligne de contactde (D) 
avec la surface directrice, il suffit de prendre la tangente con- 
juguée de cette projection de l'adjointe L pour avoir au point a 
la tangente à la courbe de contact de la surfax:e réglée (D) ai^ec 
la surface directrice à laquelle (A) reste tangent. 

Dièdre mobile. — La propriété de l'adjointe au plan perpendi- 
culaire à D de se projeter sur les faces d'un dièdre de forme inva- 
riable, qui a pour arête cette droite, suivant les caractéristiques 
de ces faces, montre comment on construit cette adjointe lorsque 
Ton donne les caractéristiques des faces d'un dièdre mobile. Il 
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suffit de mener suivant les caractéristiques des faces de ce dièdre 
des plans normaux à ces faces; leur intersection est l'adjointe 
cherchée. Au moyen de cette adjointe, on construit, comme pré- 
cédemment, les plans tangents à la surface réglée engendrée par 
l'arête du dièdre. Par exemple, nous avons déjà dit que, lorsqu'un 
dièdre droit se déplace de manière que ses faces contiennent deux 
droites, l'arête du dièdre engendre un hyperboloïde ; la remarque 
que nous venons de faire permet donc de construire les plans 
tangents à un pareil hyperboloïde. 

Puisque la droite L appartientau paraboloïde des normales engen- 
dré par l'arête du dièdre mobile, on peut la prendre comme droite 
conjuguée de cette arête-, on voit alors que le déplacement de ce 
dièdre mobile peut être obtenu au moyen d'une simple rotation 
autour de cette adjointe. 

Dans le cas particulier où la caractéristique d'une des faces du 
dièdre mobile est perpendiculaire à D, l'adjointe L est à l'infini et 
ne peut pas être prise comme axe de rotation permettant le dépla- 
cement du dièdre; le déplacement autour de cet axe à l'infini est 
une simple translation dans la direction de D, ce qui ne déplace 
pas le dièdre. 

On voit également que, dans ce cas particulier, la caractéris- 
tique de Vautre face est aussi perpendiculaire à D ( * ). 

Droite mobile dont quatre points restent sur quatre surfaces 
données. — Nous venons de considérer le déplacement d'une droite 
indépendamment de ses points ; examinons le cas où la droite 
mobile se déplace de façon que quatre de ses points a, i, c, e 
{fiS' ^^9) restent sur quatre surfaces données. 

Nous ne connaissons pas les trajectoires décrites par les quatre 
points A, by c, e, mais nous savons que le plan normal à la trajec- 
toire décrite par le point a contient la conjuguée A de la droite D; 
la normale A à la surface sur laquelle reste le point a rencontre 



(*) Voir mes Notes suirantes : Sur le déplacement infiniment petit d'un dièdre de 
grcLndewr invariable (Comptes rendus des rêances de l'Académie des Sciences» 
1 1 juin 1877); Nouvelle démonstration d'un théorème relatif au déplacement infiniment 
petit d'un dihdre, et nouvelle application de ce théorhme (Bulletin de la Société ma- 
thématique de France^ t. VI, p. 5) ; Démonstrations géométriques d'un théorème relatif 
aux sur/aces réglées (Id,, p. 7). 
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donc la conjuguée de D. Il en est de même des normales aux trois 
autres surfaces directrices issues respectivement des points A, c, e; 
donc la conjuguée de D est la droite A qui rencontre les quatre 
normales A, B, C, E aux surfaces directrices. 

Il n'y a qu'une seule droite rencontrant A, B, C, E, puisque 

Fig. aSg. 
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D rencontre déjà ces quatre droites. Pour construire A, coupons 
l'hyperboloïde , défini par A, B, C. par le plan (D,E), qui le 
rencontre suivant la droite D ; alors la section est une droite H. 
Cette droite rencontre E en un point h , et la génératrice de 
riiyperboloïde qui passe par h est la droite A. Connaissant ù, 
on obtient tout de suite la tangente à la trajectoire d'un point 
quelconque m de D : c'est la perpendiculaire élevée de ce point 
au plan [rriyA). On a aussi le plan tangent en ce point à la sur- 
face engendrée par D : c'est le plan mené par D perpendiculaire- 
ment au plan (m, A). 

Supposons, comme cas particulier, que les points a et b soient 
sur une même surface, et que la droite mobile soit en outre assu- 
jettie à toucher deux autres surjaces données. 

Les normales issues des points a el b {Jig' 240) à la surface sur 




laquelle restent ces points rencontrent la conjuguée de D, et, 
comme cette conjuguée appartient au paraboloïde des normales 
à la surface engendrée par cette droite, elle rencontre aussi les 
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normales C et E aux deux autres surfaces directrices ; A est alors 
déterminé, comme précédemment, au moyen des quatre droites A, 
B, C, E. 

Si les points a et i sont infiniment voisins, la droite D est tan- 
gente à trois surfaces directrices, et le point a décrit sur la 
surface directrice [a] la courbe de contact de cette surface et de la 
surface réglée engendrée par D. Dans ce cas, Thyperboloïde défini 
par A, B, C est Thyperboloïde mené par C, et qui est de raccor- 
dement avec rélément de normalie qui contient A et B. Aux 
centres de courbure principaux yi et y 2, les plans tangents à cette 
normalie sont les plans des sections principales de la surface [a]. 
Les trois directrices de cet hyperboloïde sont alors D et les droites 
partant des points y^, y 2 et aboutissant aux points où la droite C 
rencontre les plans des sections principales de [«]. Cet hyper- 
boloïde de raccordement étant défini au moyen de ces trois 
droites, nous savons construire, comme précédemment, la géné- 
ratrice de cet hyperboloïdc qui rencontre K, et obtenir ainsi la 
droite A. Connaissant A, nous pouvons déterminer la tangente 
à la trajectoire du point a, ce qui donne une autre solution de 
cette question : Une droite tangente à trois surfaces directrices 
engendre une surface réglée; construire la tangente à la courbe 
de contact de cette su? face avec l'une des surfaces directrices. 

Les points a al b peuvent être confondus sans que les surfaces 
directrices de ces points soient confondues. Les points a cl b con- 
fondus décrivent alors la ligne d^intcrsection (a) des surfaces direc- 
trices; par suite, la droite D est assujettie à avoir un point a 
sur une courbe [a) pendant que les points c, e restent sur des 
surfaces données. La solution, dans ce cas, est très simple : la 
droite conjuguée est dans le plan normal en a à la trajectoire [a) 
de ce point, et elle rencontre C, E; par conséquent, c'est la droite 
qui joint les traces des normales C, E sur le plan normal en a à la 
trajectoire [a). 

Enfin, dans le cas où la droite est assujettie à avoir deux de ses 
points sur deux courbes données, la droite A est l'intersection des 
plans normaux menés en ces points aux trajectoires données de 
ces points. 

Droites liées à une figure dont les déplacements sont assujettis 
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à quatre conditions et qui, à partir de leurs positions primitives, 
n* engendrent pas de pinceaux. — Il nous reste maintenant à reve- 
nir sur ce que nous avons annoncé relativement aux droites qui 
engendrent des surfaces réglées quoique faisant partie d'une figure 
dont le déplacement est défini au moyen de quatre conditions 
seulement. 

Dans le cas d'un pareil déplacement, il y ^ deux axes simultanés 
de rotation D et A. Projetons ces droites [fig» a4i) sur un plan 
qui leur soit parallèle. 

Appelons X une droite qui, pour tous les déplacements de la 
figure, engendre des éléments de surface réglée tangents entre 

Fig. 2^1. 






i. 
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eux le long de la position occupée par la droite X. Un point de 
cette droite a pour surface trajectoire la surface engendrée par X, 
et la normale à cette surface est la droite issue de ce point, qui 
rencontre D et A. Les normales aux surfaces trajectoires des points 
de X forment alors le paraboloïde des normales aux éléments de sur- 
faces réglées engendrés par X. La droite X doit, par conséquent, 
déterminer avec D et A un paraboloïde dont un plan directeur lui 
est perpendiculaire; X doit alors rencontrer à angle droit la per- 
pendiculaire C commune à D et à A et sa projection passe par c. 

Prenons un point quelconque a de A, joignons le point a 
à un point quelconque A de D : la droite ab est la normale à la 
surface trajectoire de chacun de ses points. Menons la perpendi- 
culaire commune à a& et à C; en d'autres termes, prenons la 
droite Xqui se projette perpendiculairement à ah. Celte droite X, 
qui est bien déterminée, remplit les conditions dont nous venons 
de parler. Nous aurons donc en projection toutes les droites telles 
que X en abaissant du point c des perpendiculaires sur toutes les 
droites qui passent par le point a. Par conséquent, les droites 
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telles que X sont les perpendiculaires à la droile C qui rencontrent 
une courbe située dans le plan (a, D), courbe dont la projection est la 
circonférence décrite sur ac comme diamètre. Cette courbe est une 
ellipse et le lieu des droites X est le conoïdc droit qui a pour 
directrices C et cette ellipse. 

On peut ajouter que, puisque le plan (a, D) coupe ce conoïde 
suivant la droite D et cette ellipse, il est du troisième degré. Le 
lieu des droites X est donc un conoïde droit du troisième degré, 
ayant pour directrice une ellipse dont la projection sur le plan 
directeur du conoïde est une circonférence de cercle (*). 



SÏÏPPLÉKEHT A LA TBEHTIÈME LEQON. 
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Dièdre mobile dont Tarète reste tangente à deux surfaces données et 
dont les faces restent tangentes à ces mêmes surfaces. — En considérant 
d*abord le déplacement d'un dièdre dont les faces sont tangentes à une même 
surface, puis en supposant que ce dièdre diffère infiniment peu de deux 
angles droits, nous avons trouvé, dans cette Leçon, une propriété relative 
à l*adjointe à un plan perpendiculaire à l'arête de ce dièdre. Cette propriété 
peut être énoncée ainsi : 

Lorsqu'un plan contenant une droite se déplace de telle façon qu'il ivste, 
ainsi que la droite^ tangent à une surface, l'adjointe à un plan perpemlicu" 
laire à cette droite est tangente a une normalie à la surface donnée, qui a 
pour directrice une courbe dont la tangente est conjuguée de la droite mobile. 

Cette propriété permet de résoudre immédiatement le problème suivant : 

L'arête il' un dièdre mobile reste tangente à deux surfaces données y et les 
faces de ce dièdre sont tangentes à ces surfaces; déterminer l'adjointe h un 
plan perpendiculaii^ h cette arête, 

(*) PlC'cker a trouvé cette surface dans son élude des complexes linéaires (A^^i/^ 
Géométrie des RaumeSy p. 97). Elle jonc un grand rôle dans The theorjr of screws de 
A. S. Ball, où elle est appelée cjlintlroïdey du nom que lui a donné M. A. Caylet. 
Voir aussi F. Li?(deiia!(M, Ueher unendlich Kleine Bewegungen und ùber Kràfteijs- 
teme bei allgemeiner projectivischer Meusbestimmung {Math, Ann,, VII* toI., p. 56) 
et une Note que j'ai publiée dans les Comptes rendus des séances de V Académie des 
Sciences, 6 novembre 1871. 
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Supposons, comme cas particulier, que les surfaces données soient les 
nappes de la développée d*une surface ( S j et que le dièdre mobile soit le 
dièdre droit formé par les plans des sections principales de (S] relatifs à la 
'normale A. On peut alors déplacer ce dièdre d'une infinité de manières au- 
tour de la position qu'il occupe sans qu'il cesse de remplir ces conditions. 
En conséquence, il doit y avoir une infinité d'adjointes à un plan perpen- 
diculaire à A. 

D*après ce qui précède, ces adjointes doivent être tangentes à deux élé- 
ments de normalies. Comme les deux droites infiniment voisines , qui dé- 
terminent respectivement chacun de ces éléments de normalies, sont per- 
pendiculaires à A et qu'elles doivent pouvoir être rencontrées par une 
infinité de droites, elles appartiennent toutes les quatre à un même parabo- 
loide hyperbolique; ce parabololde est le lieu de toutes ces adjointes. 
Biais ces adjointes peuvent être prises comme axes instantanés de rotation 
au moyen desquels s'obtiennent tous les déplacements du dièdre droit; par 
suite, on voit que : 

Le lieu des axes autour desquels il faut faire tourner les plans des sec- 
tions principales d'une surface pour les amener dans l'une quelconque des 
positions infiniment voisines qu'ils peuvent occuper est un paraboloïde hy- 
perbolique. 

Ce paraboloïde, que j*ai appelé paraboloïde des huit droites, permet d'ob- 
tenir facilement la liaison qui existe entre les éléments de courbure des deux 
nappes de la développée d'une surface ( * ) . 

Construction de rhyperboloîde oscalateor d'une surface réglée définie 
par trois surfaces ou courbes directrices. — Nous avons vu (p. 29Ô) que, 
pour construire Thyperboloïde osculateur d'une surface réglée (D) le long 
d'une génératrice D, on doit construire les asymptotes des indicatrices 
de (D) en trois points de D. 

La construction de l'asymptote de l'indicatrice de^'(D) au point a^ où 



(') Pour plus de développements relativement à ce paraboloïde, je renvoie aux 
Communications que j'ai faites à l'Académie des Sciences et dont voici les titres : 

I* Détermination de la liaison géométrique qui existe entre les éléments de cour- 
bure des deux nappes de la sur/ace des centres de courbure principaux d'une surface 
donnée (12 février 187^). 

a* Détermination des relations analytiques qui existent entre les éléments de courbure 
des deux nappes de la développée d'une sur/ace (7 décembre i874)« 

3* Sur le paraboloïde des huit droites (2 avril 1877). 

4* Sur les surfaces dont les rayons de courbure principaux sont fonctions l'un de 
l'autre (io avril 1877). 
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cette droite touche une surface directrice (A j, se ramène à la construction 
de l'asymptote de Tindicatrice de cette surface en a. Pour le montrer, con- 
sidérons la courbe de contact [a] de (D) et de (A). Aux différents points 
de cette courbe, ces deux surfaces ont les mêmes plans tangents. Par suite, 
lorsque le plan tangent en a aux surfaces (A) et (D) se déplace en restant 
tangent à (A) de façon que son point de contact soit toujours un point 
de (a), sa caractéristique est conjuguée de la tangente au point ^ à la 
ligne [a] relativement à (A) et à (D). Ces deux surfaces ont donc en a 
un système commun de diamètres conjugués. 

Ce système de diamètres, que nous connaissons poiir (A), est aussi un 
système de diamètres conjugués par rapport aux asymptotes de Tindicatrice 
de (D) en ^{, mais nous avons Tune de ces droites, c'est la génératrice D ; 
nous pouvons alors facilement construire Fautre. 

Cherchons maintenant l'asymptote de l'indicatrice de (D] au point où D 
rencontre une courbe directrice. Prenons d'abord un dièdre mobile dont 
les faces sont tangentes en 6 et r a cette courbe et dont Taréte D touche 
deux surfaces directrices (E ), (F). 

Aux points b ei c menons respectivement des perpendiculaires aux faces 
du dièdre. Ces droites et les normales E, F aux surfaces directrices sont 
quatre droites perpendiculaires à D. 

La droite unique L, qui les rencontre, est l'adjointe au plan perpendicu- 
laire à D. En projetant L sur les faces du dièdre, on obtient les caract'TJs- 
tiques de ces faces pour un déplacement infiniment petit du dièdre. 

Supposons que le dièdre diffère infiniment peu de deux angles droits; 
on n'a plus alors qu'un plan (P) sur lequel une droite D est marquée; ce 
plan touche toujours la courbe directrice en un point de D, et cette droite 
reste tangente aux surfaces directrices (E), (F). 

Les points ^ et c sont actuellement infiniment voisins ; les droites B, C dé- 
terminent un élément de surface réglée dont le plan directeur est perpendi- 
culaire à D et dont les directrices sont : la tangente à la courbe donnée et l'axe 
de courbure de cette courbe. On peut construire le paraboloîde qui passe parE 
et qui se raccorde avec cet élément de surface. Ce paraboloîde est ren- 
contre par F en un point; la génératrice de ce paraboloîde qui passe par ce 
point est l'adjointe L au plan perpendiculaire à D. En projetant Lsur (P), 
on a la caractéristique de ce ])lan et l'on achève comme précédemment. 

Construire l'hyperboloîde osculateur d'une uormalie. — Soit (A) une 
normalie à une surface (S) dont la directrice est une courbe plane E. Appe- 
lons toujours a un point de cette courbe, A la normale en a à (S), 
et (T) le plan tangent à cette surface en a. 
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Aux pointa de contact de A avec les nappes de la développée de [S) on 
peut construire, comnie nous venons de le voir, les directrices de l'Iiyjwr- 
bololdc qui est osculateur de lu normalie [ A) le long de A. On est ainsi con- 
duit à se donner les droites de courbure des nappes de cette développée. 
Il y a entre ces droites de courbure une liaison nécessaire qui ne permet 
pas de les prendre arbitrairement (p. 442)- 

Pour définir complètement l'hyperbololde osculateur, dont nous con- 
naissons déjà deux directrices, il reste à construire une troisième directrice. 
D:ins le cas actuel, nous allojis employer pour cela un procédé particulier. 
Appelons al la tangente en d à E, et ht la tangente conjuguée de at |>.ir 
rapporta (S). Le plan (A, ai], tangent à la normalie (A) en a, est perpendi- 
culaire au plan (T). Ces deux plans forment un dièdre qui est toujours droit 
lorsque, ces plans restant tangents respectivement à (.4) et à (S], le pointa 
décrit E. L'arête de ce dièdre est aloi's constamment tangente à cette cnurbe. 

Pour un déplacement infiniment petit, les faces de ce dièdre ont chacune 
une caractéristique. Le plan (T) a pour caractéristique «t, conjuguée de at. 
La face [A, at) a pour caractéristique une droite que l'on construit ainsi : 
par at on mène nn plan per|}eDdi cul aire au plan de E, et par n t on mène un 
plan perpendiculaire à [T] : ces denc plans se coupent suivant une droite dont 
la projection sur la face (A, oî) est la caractéristique de cette face (p. 355), 

Cette caractéristique et at sont deux tangentes conjuguées de (A). On a 
dune, en a, la droite A, qui est une asymptote de l'Indicatrice de (A) poui 
ce point, et un système de tangentes conjuguées; on peut alors construin- 
l'autre asymptote de cette indicatrice. 

Celte droite est la troisième directrice de l'hyperbololde osculateur 
demandé. Cet liyperboloidc est alors déterminé. 

La construction de l'hyper h oloîde osculateur d'une normalie ])ermel d< 
résoudre facilement un certain nombre de problèmes. 

Voici les énoncés de quelques-uns de ces problèmes : 

Construire te plan osculateur en un point de la courbe de contact d'une 
suifaee et d'un cylindre ou d'un cône qui lai etl circontcrit. 

Construire le rayon de courbure de la dé^-eloppée de la section faite 
dans une sur/ace par un plan quelconque. 

Construire le centre de courbure de l'une des brandies de la section 
faite dam une surface par l 'un de ses plans tangents ( ' ) . 

Snr les trajectoires des points d'une droite mobile. — On peut consi- 
dérer les trajectoires des points d'une droite a deux points de Tue : 



(') Voir Comptes ,t,™, 
1875) le< solutian* que j' 



eadai de V. 



es de ces problèmes «t de quelque* ai 
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I® On peut chercher à construire les éléments de ces trajectoires, con- 
naissant deux d'entre elles; 

2" On peut chercher les propriétés communes à ces trajectoires. 

Relativement au premier point de vue, je dirai seulement que les axes 
de courbure des trajectoires des points d'une droite peuvent se construire 
au moyen d'une simple droite (^ ). 

Voici maintenant les énoncés de quelques propriétés de ces trajectoires : 

Les tangentes aux trajectoires de tous les points d'une droite appar- 
tiennent à un paraboloïde hyperbolique qui a l'un de ses plans tlirecteurs 
perpendiculaire à la conjuguée de cette droite. 

Pour une position quelconque du déplacement continu d'une droite, les 
ajces de courbure des trajectoires de tous les points de cette droite appar- 
tiennent à un hjrperboloide ( ' ) . 

Za surface formée par les normales principales des trajectoires de tous 
les points d 'une droite est une surface du quatrième ordre qui possède une 
droite triple. 

Le lieu des centres de courbure des trajectoires de tous les points {l'une 
droite est une courbe du cinquième ordre, 

l^s centres des sphères osculatrices des trajectoires de tous les points 
d'une droite sont sur une cubique gauche ( * ). 

Lorsque quatre points d'une droite mobile restent sur quatiT plans 
donnés, un point quelconque de cette droite décrit une ellipse (*). 

(') Comptes rendus de l'yicadémie des Sciences (séance du 6 juin 1870). 

(') Ce théorème est dû à M. ïlkkG (Bulletin de la Société Philomathique, séance du 
35 juin 1870). M. RiBAUcoi'R, de son c6té, m*avait communiqué l'énoncé de ce théorème, 
dans le cas particulier où la droite mobile est normale à la trajectoire de ses points. 

(') Ce théorème est dû à M. Haag. 

(*) Voir Comptes rendus de V Académie des Sciences (aétinees des 3 et 10 mari 1878) 
les démonstrations que j'ai données de ces propriétés et de quelques autres, f'oir aussi 
mon Mémoire intitule Sur les surfaces trajectoires des points d'une figure de /orme in- 
variable dont le déplacement est assujetti à quatre conditions {Recueil des Savants 
étrangers j t. XXII, et Journal de Mathématiques de M, Resal, t. I, p. 57). 

En terminant ce qui est relatif à la Géométrie cinématique, je crois devoir rappeler 
que, pour la partie historique concernant la question du déplacement d'une figure de 
forme invariable, j'ai renvoyé à la Notice de M. Chaslei (iWrp. i6j, 344f 346); c'est 
pourquoi je n'ai pas parlé des travaux des géomètres d'ailleurs si connus : Deicaiitks, 
Pascal, Roberval, Jeax Ber!ioclu, d'Alembert, Ecler, Giuuo Mozzi, Lixell, Carjiot, 
Caccdy, Poimot, g. Giorgisi. 

Le travail de M. Chasles renferme aussi des Notes intéressantes dans lesquelles 
sont cités : db Proxy, Môbics, Lefébcrb de Fourcy, P. Breto:(, Tranbo:(, Salmci, Bresse, 
Gilbert, Rodrigces, Stegman!i, de Jo!iqui£re8, l'abbé Jvlliem, Stucheu, Lamarlb, Bella- 
viTis, F. LccAS et moi-même. 
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Lignes de niveau. — Pour représenter la surface d'un terraiD, 
dans la méthode des projections cotées, on coupe cette surface par 
des plans horizontaux équidistants; les lignes d'intersection ainsi 
obtenues sont appelées des lignes de niveau. Les projections cotées 
de ces lignes servent à représenter la surface du terrain. 




En général, cette surface ne rencontre une verticale t 



ijet iroir\e Traité de CéomilricJeicripiiredaM.oen GoER-iEaic, III* Par- 
imme on a pu le remarquer, j'ai laidement puisé dans cet Ouirigc pour 
Partie de mon Coura; pour la première Partie, j'ai 
ailé de penpeclive linéaire de M. DE Lt GODBNniE. 



SURFACES TOPOGRAPUIQUeS. 



447 



point ; de là résulte que deux lignes de niveau ne se rencontrent pas. 

On donne le nom de surfaces topographitfues aux surfaces qui 
ne sont pas définies géométriquement et qui peuvent être repré- 
sentées par des lignes de niveau ne se rencontrant pas. 

Proposons-nous de construire l'intersection d'une surface topo- 
grap/iique par un plan quelconque. La surface est donnée par ses 
lignes de niveau cotées, et le plan par son échelle de pente. 

Prenons {Jîg- ^4^) l^s intersections des horizontales du plan et 
des lignes de niveau qui ont respectivement les mêmes cotes, et 
joignons par un trait les points ainsi obtenus. Celte solution n'est 
qu'approximative, puisque la surface lopographiquc n'est donnée 
qu'approximalivcmcnt par des lignes de niveau. Il en est de même 
de tous les problèmes que nous allons résoudre. 

Si le plan sécantest vertical (yî^, 243), pour déterminer son inter- 




section avec la surface, nous l'amenons à être horizontal en le fai- 
sant tourner autour de l'une de ses horizontales. Le point où le 
plan vertical m/) rencontre la ligne de niveau lo est au-dessus de 
l'horizontale 5 de ce plan, de cinq unités de l'échelle du dessin. 
Pour avoir le rabattement de ce point, nous portons sur la per- 
pendiculaire élevée en m à mp, à partir de ce point m, cinq unités 
de l'échelle du dessin. Pour le point n, où le plan rencontre l'hori- 
zontale g, nous portons quatre unités, et ainsi de suite. En réunis- 
sant les extrémités des segments ainsi portés, nous obtenons la pro- 
jection du rabattement, sur le plan horizontal coté 5, de la ligne 
d'intersection de la surface donnée et du plan vertical. 
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Si Ton demande de déterminer sur la droite mp le point de la 
surface qui est coté 7,4o> nous prenons la différence entre 7,40 
et 5, soit 2,4^5 nous mesurons à Téchelle du dessin le segment 
dont la longueur est 2,4o> nous portons ce segment sur une per- 
pendiculaire à mpy et, par l'extrémité de cette perpendiculaire, 
nous menons une droite parallèle à nip\ cette parallèle rencontre 
la projection du rabattement de la ligne d'intersection de la surface 
par le plan vertical mp en un point /'i ; en projetant ce point sur m/7, 
nous avons le point r qui est coté 7,40* 

Courbes intercalaires. — Nous pouvons reproduire cette con- 
struction pour un certain nombre de plans verticaux et déterminer 
sur les projections de ces plans le point coté 7,40 î en réunissant 
tous ces points, nous avons la ligne de niveau cotée 7,40 et qui 
est ce qu'on appelle une courbe intercalaire. 

Inversement, si l'on donne la projection d'un point, on peut 
déterminer sa cote en construisant la ligne d'intersection de la sur- 
face par un plan vertical qui contient ce point. Généralement, on 
ne construit pas cette courbe et on cote le point approximativement 
à simple vue. 

Construire V intersection de deux surfaces topo graphiques 
données par leurs lignes de niveau. 

On prend les lignes de niveau de même cote et leurs points de 
rencontre; on joint les points ainsi obtenus et l'on a approximati- 
vement la ligne d'intersection des deux surfaces. 

Intersection d*une droite et dune surface topo graphique. 
Par la droite on mène un plan ; on construit la ligne d'intersec- 
tion de ce plan et de la surface ; la ligne ainsi obtenue rencontre 
la droite donnée au point où cette droite rencontre la surface topo- 
graphique donnée. 

Intersection d* une courbe et d'une surface topo graphique. 

Par les points à cote ronde de la courbe on mène des droites 
parallèles entre elles et horizontales ; ces droites forment les lignes 
de niveau d'un cylindre horizontal qui a pour courbe directrice la 
courbe donnée ; on prend l'intersection de ce cylindre avec la sur- 
face topographique; cette ligne d'intersection rencontre la courbe 
donnée aux points cherchés. 
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Lignes d*égale pente. — La pente d^une ligne en un point est la 
tangente trigonométrique de Tangle que fait avec le plan de com- 
paraison la tangente à cette ligne. Quand les tangentes à la ligne 
considérée sont également inclinées sur le plan de comparaison, 
on dit que la ligne est d'égale pente ; les lignes d'égale pente sont 
des hélices sur leurs cylindres projetants. 

Fig. 244. 




A partir d'un point a [fig- 244) on demande de tracer sur une 
surface topographique une ligne dont la pente est donnée. 

Si la pente est - et si Téquidistance des lignes de niveau est i , 

on décrit du point a comme centre, avec un rayon égal au segment 
qui correspond à /z, un arc de cercle qui rencontre au point b la 
ligne de niveau immédiatement au-dessous du point a ; puis, avec la 
même ouverture de compas, on décrit du point b un arc de cercle 
qui rencontre au point c la ligne de niveau immédiatement au- 
dessous du pointa, et ainsi de suite. En réunissant tous ces points, 
on obtient approximativement la ligne demandée. 

Au point c, nous aurions pu marcher vers le point e, où la circon- 
férence décrite du point c comme centre rencontre la ligne de 
niveau immédiatement inférieure; nous aurions ainsi obtenu la 
ligne abce^ qui présente ce qu'on appelle un lacet. 

Entre deux points donnés a, m {fig» 24^)1 tracer une ligne 
d'égale pente. 

Ce problème ne peut se résoudre que par tâtonnement. 

Nous connaissons la distance horizontale qui sépare les deux 
points donnés et la différence de niveau de ces deux points; nous 
avons alors, au moyen de ces deux quantités, la pente approxima- 
tive de la ligne qui joint les deux points a et m; connaissant 

20 
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cette pente y traçons à partir de a une première ligne d'égale pente ; 
nous n'arrivons pas au point m : nous aboutissons, par exemple, 
au point b. Diminuons la pente de manière à nous rapprocher 
du point m, à Textrémité de cette ligne ; nous arrivons au point c. 
En continuant ainsi, nous dépassons le point m et nous arrivons au 
point e. A Taide des points i, c, e, il est aisé de construire une 
courbe d'erreur au moyen de laquelle on détermine approximative- 
ment le rayon servant à décrire des arcs de cercles qui conduisent 
au tracé de la ligne demandée. 

Sur une droite ox et à partir d'un point o, portons le rayon qui 

Fig. 245. 
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a servi à déterminer la ligne d'égale pente arrivant au point h\ 
nous obtenons le point b^ ; élevons la perpendiculaire i| b' égale à 
la distance du point b au point m. Faisons la même chose pour le 
point c et enfin pour le point e; nous devons, dans ce dernier 
cas, porter la distance em sur une ordonnée placée au-dessous de 
la droite ox si nous avons placé les premières au-dessus. En 
réunissant les points i', c', e', nous avons une courbe d'erreur qui 
rencontre la droite ox en un point |ui; c'est avec une ouverture de 
compas égale à o]u que nous tracerons des arcs de cercles pour dé- 
terminer la ligne d'égale pente. 
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Une ligne de plus grande pente sur une surface topographique 
est une trajectoire orthogonale des lignes de niveau. 

Le plan tangent en un point d'une surface topographique est 
déterminé par la tangente à la courbe intercalaire qui passe par ce 
point et par la ligne de plus grande pente. Si le plan tangent au 
point que Ton considère coupe la surface, celle-ci est à courbures 
opposées; dans ce cas, lorsque pour un point le plan tangent est 
horizontal, on dit que Ton a un col. 

Par une droite donnée^ mener un plan tangent à une surface 
topo graphique. 

Par les points à cote ronde de la droite {fig* '^^^)y menons des 

Fig. 246. 
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tangentes aux lignes de niveau de même cote. Ces droites hori- 
zontales s'appuient sur une droite et sont tangentes à la surface 
topographique; elles appartiennent alors à un conoïde qui a pour 
directrices la droite donnée et la surface topographique donnée. 
Le plan tangent à ce conoïde, mené par la droite, est le plan qui 
touche cette surface en un point par lequel passe une génératrice 
singulière ; cette droite est parallèle à la génératrice qui lui est 
infiniment voisine; nous devons donc, pour déterminer approxi- 
mativement le point de contact, prendre parmi ces horizontales 
deux d'entre elles qui sont voisines et parallèles. On voit sur la 
figure que les horizontales 6 et 7 sont sensiblement parallèles; 
par conséquent, si Ton trace la ligne de contact du conoïde et de 
la surface topographique , c'est entre le point 6 et le point 7 de 
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cette ligne que se trouve le point de contact du plan tangent de- 
mandé. 

La même solution est applicable lorsqu'au lieu d'une surface 
topographique on donne une courbe et qu'on demande le plan tan- 
gent à celte courbe mené par une droite donnée. 

Mener un plan tangent à une surface Lopographique par une 
droite horizontale. 

Menons aux lignes de niveau {fig- ^47) des tangentes parallèles 

Fiff. 2I7. 
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à la droite donnée; nous avons les génératrices d'un cylindre hori- 
zontal circonscrit à la surface donnée; le plan tangent demandé est 
tangent à ce cylindre. Coupons ce cylindre par un plan vertical ar\ 
le plan tangent demandé contient la tangente qui est issue du point 
a à la courbe d'intersection de ce cylindre par ce plan vertical. 
Cherchons cette tangente. Pour cela, menons à la courbe d'inter- 
section ar un plan tangent par une droite auxiliaire quelconque 
tracée à partir du point a; cette droite peut être considérée comme 
se projetant sur la droite donnée. Portons alors sur la projection 
de la droite donnée, à partir du point «, des segments égaux dont 
nous considérerons les extrémités comme les points cotés de cette 
droite auxiliaire : le point a est coté 3, les points suivants seront 
colés 4> 5, 6, 7, 8, .... Joignons le point 5 de cette droite au point 
où la droite ar est rencontrée par l'horizontale 5 du cylindre, puis 
le point coté 6 au point où l'horizontale 6 coupe la droite ar^ et ainsi 
de suite; nous avons des droites horizontales s'appuyant sur la 
droite auxiliaire projetée suivant ac et sur la courbe d'intersection 
du cylindre par le plan vertical ar. En appliquant ce que nous 
venons de dire, nous devons chercher deux de ces horizontales 
qui soient successives et sensiblement parallèles entre elles ; c'est 
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entre les points de rencontre de ces droites avec ar que se trouve 
le point de contact du plan mené par la droite ac tangentielle- 
ment à la courbe projetée suivant ai\ Par le point ainsi obtenu, 
on mène une parallèle à la droite donnée, elle rencontre la ligne 
de contact de la surface topographique et du cylindre circonscrit 
en un point qui est le point de contact du plan tangent demandé. 

CAne circonscrit. — Un point est donné par sa projection cotée : 
on demande le cône qui a pour sommet ce point et qui est cir- 
conscrit à une surface topo graphique donnée. 

On peut, par le point donné, mener des plans verticaux, con- 
struire les rabattements des sections de la surface topographique 
par ces plans et, au moyen de ces rabattements, construire les tan- 
gentes à ces courbes issues du point donné, relever ces courbes et 
le point de contact de ces tangentes ; on détermine ainsi les points 
de contact de la surface topographique avec des tangentes issues 
du point donné et situées dans les plans verticaux menés à partir de 
ce point. En réunissant tous ces points de contact, on a la courbe 
de contact du cône circonscrit. 

On peut encore mener par le point donné des droites quel- 
conques; par ces droites on mène des plans tangents à la surface 
topographique, et les points de contact de ces plans tangents appar- 
tiennent à la courbe de contact du cône circonscrit qui a pour 
sommet le point donné. 

Enfîn, on peut opérer en n'employant [Jig- 248) qu'une droite 

Fig. 248. 
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menée à partir du point donné s. Par s menons un plan vertical ; 
ce plan coupe la surface suivant une certaine courbe ; nous pou- 
vons, par la droite arbitraire menée à partir du point Sj con- 
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struire un plan tangent à cette courbe et déterminer le point de 
contact de ce plan tangent. 

En faisant usage de la même droite arbitraire, nous pouvons, au 
moyen d'une construction analogue, déterminer le point de contact 
du plan tangent, mené par cette droite, à une autre section faite 
dans la surface topographique par un plan vertical mené par le 
point s; et, en recommençant la construction pour un certain 
nombre de sections verticales, nous aurons une suite de points de 
contact des tangentes menées du point 5 à la surface topogra- 
phique. La réunion de tous ces points forme la courbe de contact 
du cône circonscrit dont le sommet est au point donné s. 

On demande le point de cette courbe de contact situé suj' une 
zone limitée a deux lignes de niv^eau données. Pour cela, on prend 
sur la droite arbitraire menée par le point s les points ayant mêmes 
cotes que ces lignes de niveau et Ton trace une droite sab\ on joint 
le point a où cette droite rencontre Tune des lignes de niveau au 
point à même cote sur la droite menée à partir du point s. De 
même, on joint le point b au point à même cote sur cette même 
droite. On obtient ainsi deux droites. On fait tourner la ligne sab 
autour du point s jusqu'à ce que ces deux droites soient parallèles 
entre elles, et alors c'est entre le point a et le point b que se trouve 
le point de contact cherché. 

Ce que nous venons de dire pour un cône circonscrit peut se 
répéter sans beaucoup de modifications lorsqu'on demande un cy- 
lindre circonscrit à une surface topographique. 

Lignes de plus grande pente. — En Topographie, on ne repré- 
sente pas toujours les surfaces par des lignes de niveau ; on trace, 
entre les lignes de niveau, des portions de lignes de plus grande 
pente dont l'espacement et l'épaisseur du trait dépendent de la 
plus ou moins grande inclinaison de la portion de terrain renfermée 
entre les deux lignes de niveau que l'on considère ; ces lignes sont 
appelées des hachures. Puis on répète le même tracé entre deux 
lignes de niveau successives, en ayant soin de ne pas faire cor- 
respondre ces lignes de plus grande pente, de telle sorte que si l'on 
conserve simplement les hachures sur la feuille du dessin, il soit 
possible de retrouver les lignes de niveau. 

On voit qu'il est important de connaître la manière dont sont 
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dirigées les lignes de plus grande pente sur les surfaces, puisque 
c'est par des portions de lignes de plus grande pente qu'on repré- 
sente les surfaces en Topographie. 

11 peut Y avoir à partir d'un point une ^infinité de lignes de plus 
grande pente; c'est ce qui arrive, par exemple, quand on considère 
le point de rencontre d'une surface de révolution avec son axe. 

Cherchons comment sont dirigées les projections des lignes de 
plus grande pente d 'un ellipsoïde dont un nxe est vertical. Les 
lignes de niveau sont alors des ellipses homothétiques. Prenons 
leurs projections. Parmi ces nouvelles ellipses il y en a une inGni- 
ment petite qui se confond avec le ccnlre de toutes ces courbes. 
Nous allons faire voir que, si, à partir d'un point quelconque m 
[fis* ^49) ^^ Tellipse M, on trace la ligne de plus grande pente 

Fig. 249. 
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qui, en projection, est une trajectoire orthogonale de toutes ces 
ellipses homothétiques, cette ligne vient au centre o de ces ellipses 
tangentiellement à leur grand axe. 

Le point o est un point de cette ligne, puisqu'il y a une ellipse 
infiniment petite réduite à ce point. Joignons le point o à un 
point a de cette ligne, lequel est situé à Tinlérieur de l'ellipse M; 
on a une droite qui rencontre M en un point p qui est entre le 
point m et l'extrémité a du grand axe. Cela se voit facilement en 
considérant d'abord le point m' ( * ) de la ligne de plus grande pente, 
qui est infiniment voisin de m : l'élément mm', normal à M, se 
trouve dans l'angle aigu que fait le diamètre om' avec M; p^ étant le 
point de rencontre de om' et de M, ce point est alors entre m et a. 



(') Sur la figure, nous n'aronsiMis tracé la droite om' p'. 
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Ceci peut se répéter successivement pour les différents points 
^e la ligne de plus grande pente qui sont de plus en plus près de o. 
Ainsi, pour le point b à l'intérieur de Tellipse qui contient le pointa, 
on a un rayon vecteur ob qui rencontre Tellipse M en un point situé 
entre le point ^ et le point a, et ainsi de suite. A mesure qu'on se 
rapproche du point o, on a, en joignant le point o à ces différents 
points, des rayons vecteurs qui rencontrent Tellipse M en des points 
qui se rapprochent du point or. 

Au point £, la tangente à la ligne de plus grande pente est 
parallèle à la normale au point q à Tellipse M, où le rayon vecteur 
ob rencontre M; en effet, puisque toutes les ellipses lignes de 
niveau de la surface sont homothétiques, la tangente au point b 
à Tellipse qui contient ce point est parallèle à la tangente au point q^ 
et alors, au point i, la ligne de plus grande pente qui rencontre à 
angle droit Tellipse qui contient le point b doit avoir pour tan- 
gente une parallèle à la normale au point q à Tellipse M. 

Si le rayon vecteur ob tourne autour du point o de manière à se 
rapprocher de o«, la droite ob tend à devenir la tangente au point o 
à la projection de la ligne de plus grande pente ; elle devient cette 
tangente lorsque le rayon vecteur est normal à l'ellipse M. Cette 
normale est oa; donc oa est la tangente en o à la projection de la 
ligne de plus grande pente. 

Ce que nous venons de dire pour le point m, qui est arbitraire 
sur l'ellipse M, peut se répéter pour tous les points de cette courbe, 
excepté pour le point p, qui est l'extrémité du petit axe; la droite 
oj3 est, du reste, la projection d'une ligne de plus grande pente. On 
voit donc qu'il y a sur la surface une infinité de lignes de plus 
grande pente qui convergent vers le point o, tangentiellement au 
grand axe oa. 

Prenons maintenant un hyperboloïde dont un axe est vertical et 
projeté en o. Coupons cet hyperboloïde par des plans horizontaux 
et projetons les lignes de niveau ainsi obtenues. 

Nous avons une série d'hyperboles homothétiques. Si nous par- 
tons d'un point de l'une des asymptotes de ces courbes et si nous 
traçons la ligne de plus grande pente, nous trouvons une. ligne fai- 
sant un angle droit avec cette asymptote et rencontrant successi- 
vement à angle droit toutes les hyperboles, par conséquent une 
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ligne qui s'écarte du centre commun o de toutes ces courbes. Nous 
avons donc une série de lignes de plus grande pente ; mais il n'y 
a que les deux lignes de plus grande pente qui se projettent suivant 
les axes de toutes ces hyperboles, qui sont des lignes passant par 
le point o. Nous rencontrons ici pour le centre o un point analogue 
aux points des surfaces topographiques pour lesquels il y a un col ; 
on distingue facilement les cols sur une carte topographique : ce 
sont les points autour desquels il n'y a pas de hachures. 

Emploi des surfaces topographiques pour la représentation des 
Tables. — Une Table à simple entrée, c'est-à-dire une Table con- 
tenant deux colonnes de nombres, les nombres de l'une des co- 
lonnes correspondant aux nombres de l'autre colonne, peut être 
représentée par une courbe. 

Appelons j^ le nombre de l'une des colonnes ; cette valeur de j^ 
peut être donnée par la valeur d'une certaine fonction y(x), où x 
est le nombre de l'autre colonne. Nous pouvons tracer la courbe 
y =y(x), et cette courbe peut être considérée comme la représen- 
tation de la Table à simple entrée. 

Si, par exemple, nous prenons la Table de logarithmes, nous 
n'avons qu'à construire une courbe dont les ordonnées sont les 
logarithmes des nombres représentés par des segments de Taxe des 
abscisses, et la courbe que nous obtenons ainsi, la logarithmique^ 
peut remplacer la Table de logarithmes. 

On peut aussi employer une simple droite cotée. On porte sur 
une droite, à partir d'un de ses points, des longueurs proportion- 
nelles aux logarithmes des nombres et l'on inscrit ces nombres aux 
extrémités de ces segments. Cette échelle cotée peut être consi- 
dérée comme représentant la Table de logarithmes ; elle est em- 
ployée dans l'instrument appelé règle à calculs. 

Considérons une Table à double entrée : la Table de multiplica- 
tion, par exemple; elle donne le produit z de deux nombres Xyj. 

On peut représenter la Table de multiplication au moyen de la 
surface dont l'équation est 

(i) z = xjr. 

Cette surface est un paraboloïde hyperbolique, et pour la repré- 
senter on peut faire usage de la méthode des projections cotées. En 
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prenant différentes valeurs de Zj on a des lignes de niveau dont les 
équations sont 

c'est-à-dire que nous avons pour représenter la Table de multipli- 
cation des lignes de niveau qui sont des hyperboles équilatères. La 
figure formée par l'ensemble de ces hyperboles équilatères peut 
remplacer la Table de multiplication. 

Pour faire le produit de deux nombres, on cherche le point du 
plan qui a pour coordonnées ces nombres : il est sur une hyper- 
bole dont la cote donne le produit cherché. 

Anamorphose. — M. Léon Lalannc a eu Tidée de faire une 
anamorphose ( * ) de cette figure. 

Voici quelques mots d'explication à ce sujet : 

Prenons les logarithmes des deux membres de l'équation (i), 
on a 

logSrr::log.r-f-log^; 

en posant 

. logxrrrx', logj — j', 

il vient 

(2) logz = j:'-i- j'. 

Prenons maintenant pour coordonnées a/ et j', c'est-à-dire que 
sur les axes des x et des ^ on a l'échelle logarithmique dont 
nous venons de parler. Pour une valeur de z, l'équation (2) cor- 
respondant à cette valeur représente une droite perpendiculaire à 
la bissectrice de l'angle des axes ; les hyperboles précédentes sont 
alors transformées en droites parallèles entre elles, et, en opérant 
comme précédemment, on obtient le produit de deux nombres 
en cherchant la cote de la droite qui contient le point dont les 
coordonnées correspondent aux deux nombres donnés. 



( * ) Mémoire sur les Tables graphiques et sur la Géométrie anamorphique appliquée 
à diverses questions qui se rattachent à l'art de l' ingénieur j par M. Léon Lalanxe 
{^Annales des Ponts et Chaussées^ i846). A l'occasion de rExposition universelle de 
1878, le Ministère des travaux publics a publié des Notices relatives aux travaux des 
ponts et chaussées qui renferment un très intéressant résumé historique^ dû à M. Léon 
LiLA?(NE, et qui a pour titre Méthodes graphiques pour V expression des lois empiriques 
ou mathématiques à trois variables avec des applications à l'art de l'ingénieur et à 
la résolution des équations numériques d'un degré quelconque. 
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La surface topographique employée maintenant est une surface 
cylindrique. La projection cotée de cette surface forme un tableau, 
qui remplace la Table de multiplication. M. Lalanne a construit ce 
tableau en i843, et lui a donné le nom à^ Abaque ou Compteur 
univ^erseL 

Emploi de deux surlaces topographiques qui représentent 
deux fonctions. — On peut employer les surfaces topographiques 
pour déterminer deux des quantités qui entrent dans deux re- 
lations telles que 

et 

Si, par exemple, on donne à ^ et à Z deux certaines valeurs, on 
peut se proposer de trouver les valeurs correspondantes pour x et ) . 
Pour cela, on représente la surface topographique que Ton obtient 
en donnant à z différentes valeurs ; on a une suite de courbes cor- 
respondant à une équation telle que 

/(•^>7)=-const., 

qui sont les projections des lignes de niveau de cette surface. On 
opère de même pour l'autre équation : on a les lignes de niveau 
de Tautre surface. On prend les points de rencontre des lignes de 
niveau dont Tune correspond a la valeur de z et l'autre à la valeur 
de Z, et les coordonnées de ces points de rencontre sont les valeurs 
cherchées de x et dej^". 

Représentation des lois naturelles. — Au moyen des surfaces 
topographiques, on représente aussi les lois naturelles, par exemple 
la loi des températures pour un lieu déterminé ; on en trouve 
un exemple frappant dans V Appendice h la Météorologie de 
Kaemtz ( * ). La figure construite par M. Léon Lalanne correspond 
à la température de la ville de Halle, déterminée pour les mois de 
Tannée et pour les différentes heures du jour : les abscisses corres- 



(*) Voir la traduction de M. Cr. Mabti5S. 
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pondent aux mois, les ordonnées aux heures; les courbes tracées 
sont les courbes d'égale température, et l'ensemble de ces courbes 
forme une surface topographique sur laquelle on voit facilement 
le point pour lequel la température est maximum pour une cer- 
taine époque de Tannée et, en général, tout ce qui est relatif aux 
variations de la température de la ville de Halle. 

Avec les surfaces topographiques et leur emploi, nous avons 
achevé de traiter toutes les questions qui figurent dans le pro- 
gramme du Cours de Géométrie descriptive. 

Les matières développées dans la deuxième Partie complètent 
l'étude des modes de représentation des corps supposés éclairés. 

Dans cette deuxième Partie, j'ai cherché à apporter l'unité de 
méthode dans les démonstrations en faisant usage de propositions 
de Géométrie cinématique. 

Les éléments de la Géométrie cinématique, préambule naturel 
de la Cinématique, et leur application à l'Optique, ont été intro- 
duits dans ce Cours afin que dans son ensemble il constituât VEn- 
seignement géométrique de l'École Polytechnique. 



FIN. 
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